[bookmark: _GoBack]Лекция 3. Прямая линия на плоскости.
План

1. Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим вектором.
2. Уравнение прямой, заданной 2-мя точками.
3. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.
4. Параметрические уравнения прямой.
5. Общее уравнение прямой.
6. Взаимное расположение двух прямых
7. Расстояние от точки до прямой.
8. Угол между двумя прямыми.
1. Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим вектором.
Любой ненулевой вектор, параллельный данной прямой, называется ее Направляющим вектором. Прямая имеет бесконечное множество направляющих векторов, однако любые два из них коллинеарны, так как они параллельны одной прямой.



Положение прямой определяется однозначно, если даны направляющий вектор прямой и некоторая ее точка или две точки прямой. Поставим задачу: зная в аффинной системе координат О координаты направляющего вектора  и точки Мо или двух точек  и М2 данной прямой, написать ее уравнение.



Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат О и в этой системе известны координаты некоторой точки  прямой d и направляющего вектора  этой прямой. Напишем уравнение прямой d. Очевидно, точка 




М (х, у) лежит на прямой d тогда и только тогда, когда векторы  и  коллинеарны. Так как вектор  имеет координаты , то как известно

				(1)
Если точка М лежит на прямой d, то ее координаты удовлетворяют уравнению (1), а если она не лежит на прямой, то ее координаты не удовлетворяют этому уравнению, поэтому уравнение (1) является уравнением прямой d. Уравнение (1) можно также записать в виде


			()
2. Уравнение прямой, заданной 2-мя точками.




Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат О и в этой системе известны координаты двух точек и М2(х2, у2) данной прямой d. Тогда вектор  является направляющим вектором этой прямой. Так как этот вектор имеет координаты , то согласно формуле (1) уравнение прямой d имеет вид:
[image: ]				(2)

Если,  и [image: ] то это уравнение можно записать в виде


				()
3. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.












Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат О и дана прямая d, пересекающая ось ординат. Если — направляющий вектор прямой, то  и  не коллинеарны, поэтому . Число  называется угловым коэффициентом прямой d. Покажем, что угловой коэффициент прямой не зависит от выбора направляющего вектора прямой. Действительно, если  — другой направляющий вектор прямой d, то , поэтому координаты векторов  и [image: ] пропорциональны: , . Отсюда, учитывая, что , получаем








Угловой коэффициент k прямой имеет простой геометрический смысл, если прямая задана в прямоугольной системе координат . В самом деле, пусть  — направляющий вектор этой прямой. По известной теореме , где . Следовательно, Таким образом, число k позволяет определить направленный угол , поэтому k называется угловым коэффициентом прямой.



Пусть k — угловой коэффициент прямой d, заданной в аффинной системе координат О Ясно, что любой ненулевой вектор , координаты которого удовлетворяют равенству , является направляющим вектором прямой d. Поэтому, зная число k, можно определить направление прямой d, и, зная какую-нибудь точку Мо этой прямой, можно определить ее положение.




Составим уравнение прямой, заданной в аффинной системе координат точкой  и угловым коэффициентом k. Пусть  — направляющий вектор прямой. Тогда согласно формуле () уравнение прямой имеет вид: [image: ], или, разделив на , получаем:

	(3)


Если в качестве точки  взять точку  пересечения прямой d с осью ординат, то уравнение (3) примет вид:
y = kx + b.			(4)
Это уравнение называется уравнением прямой с угловым коэффициентом. Подчеркнем, что в виде (4) можно записать уравнение любой прямой, пересекающей ось ординат.
4. Параметрические уравнения прямой.






Выберем какую-нибудь аффинную систему координат О и зададим прямую d направляющим вектором , аг) и точкой . Точка М (х, у) принадлежит прямой тогда и только тогда, когда , т. е. когда существует такое число t, что [image: ]. Это соотношение в координатах запишется так: , или 

,

						(5)



Эти равенства называются параметрическими уравнениями прямой, a t ее параметром. Смысл этих уравнений заключается в следующем: каково бы ни было действительное число t, точка с координатами х, у, которые удовлетворяют условиям (5), лежит на прямой d. Обратно, если (х, у) — точка прямой d, то всегда найдется такое t, что х и у выражаются через , ,, [image: ] при помощи равенств (5).
5. Общее уравнение прямой.

В предыдущей лекции было показано (см. уравнение (), что уравнение любой прямой в аффинной системе координат является уравнением первой степени, т. е. может быть записано в виде

				(1)
где числа А и В одновременно не равен нуль. Таким образом, прямая является алгебраической линией первого порядка.
Докажем обратное утверждение.
Теорема 1. Линия на плоскости, заданная в аффинной системе координат уравнением первой степени
Ах + Ву + С = 0,	(1)
есть прямая. Вектор (-В, А) является направляющим вектором этой прямой.


Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  — линия, заданная уравнением (1), а  — некоторая ее точка, т. е. точка, координаты которой удовлетворяют уравнению (1):

	(2)


Такая точка всегда существует, так как А и В одновременно не равен нуль. Определив из равенства (2) С и подставив в уравнение (1), получим уравнение линии  в виде  или [image: ].



Это уравнение имеет в точности вид () предыдущего пункта и, следовательно, определяет прямую, проходящую через точку с направляющим вектором .
Таким образом, любое уравнение первой степени (1) в аффинной системе координат определяет прямую линию. Другими словами, любая алгебраическая линия первого порядка есть прямая линия. Уравнение (1) называется общим уравнением прямой, а х и у называются текущими координатами точки прямой.

Пусть в аффинной системе координат О дана прямая общим уравнением (1). Выясним особенности расположения прямой относительно системы координат, если некоторые из чисел А, В и С равен нуля. (Напомним, что, хотя бы одно из чисел А и В отлично от нуля.)
1) 
Если С = 0, то уравнению (1) удовлетворяют координаты точки О (0, 0) и, следовательно, прямая проходит через начало координат. Обратно, если прямая проходит через начало координат, то в этом случае С = 0. Итак, прямая (1) проходит через начало координат тогда и только тогда, когда С = 0. В этом случае уравнение прямой имеет вид: .
2) 




Если А = 0, то направляющий вектор прямой  коллинеарен координатному вектору  т. е. вектор параллелен прямой. Обратно, если , то .



Итак, вектор  параллелен прямой (1) тогда и только тогда, когда А = 0. В этом случае уравнение прямой имеет вид: [image: ] или , где .

Если А = 0,  ,то прямая (1) не проходит через начало координат и поэтому параллельна оси Ох; если же А = С = 0, то прямая совпадает с осью Ох и имеет уравнение у = 0.


3) Аналогично вектор  параллелен прямой (1) тогда и только тогда, когда В = 0. В этом случае уравнение прямой можно записать в виде х = а. Если В = 0, , то прямая параллельна оси OY, если же В = С = 0, то прямая совпадает с осью Оу и имеет уравнение х = 0.
Для построения прямой по ее уравнению достаточно знать два элемента, определяющие ее. Этими элементами могут быть: а) направляющий вектор и некоторая точка прямой; б) две точки, лежащие на прямой.




На рисунке построена прямая d: х+2у—1=0. Рисунок, а) соответствует случаю, когда в качестве определяющих элементов выбраны направляющий вектор  и точка , а рисунок б) — случаю, когда определяющими элементами являются точки А (1, 0) и . На втором рисунке построены прямая , заданная уравнением х = 3, и прямая [image: ], заданная уравнением у= - 4.

4.	Зададим на плоскости аффинную систему координат О и рассмотрим прямую d, заданную в этой системе уравнением (1).Эта прямая разделяет множество точек плоскости, не принадлежащих ей, на две полуплоскости с общей границей d. Найдем условия, определяющие эти полуплоскости.
























Зафиксируем на прямой d некоторую точку  и рассмотрим векторы  и . Эти векторы образуют правый базис, так как . Вектор параллелен прямой d, поэтому вектор  не параллелен этой прямой. Отложим векторы  и  от точки : и обозначим через  полуплоскость с границей d, содержащую точку . Очевидно, точка М (х, у) принадлежит полуплоскости  тогда и только тогда, когда базисы ,  и , имеют одну и ту же ориентацию, т. е. когда базис ,  имеет правую ориентацию. Но , ,поэтому базис , имеет правую ориентацию в том и только в том случае, когда





, или . Так как , то  или . Поэтому предыдущее неравенство принимает вид:

			(3)


Это и есть неравенство, определяющее полуплоскость . Другая полуплоскость  с границей d определяется неравенством

	(4)
Итак, доказана следующая теорема.
Теорема 2. Если в аффинной системе координат прямая d задана уравнением (1), то полуплоскости с границей d определяются неравенствами (3) и (4).
В аффинной системе координат линия, заданная уравнением первой степени, является прямой. Выясним, при каких условиях два уравнения

				(1)

				(2)
определяют одну и ту же прямую. Докажем следующую теорему.
Теорема. Для того чтобы уравнения (1) и (2) в аффинной системе координат определяли одну и ту же прямую, необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты в этих уравнениях были пропорциональны.







Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть уравнения (1) и (2) в системе координат О определяют одну и ту же прямую d. По доказанной выше теореме векторы  и  являются направляющими векторами этих прямых, поэтому они коллинеарны, т. е. их координаты пропорциональны: ,  или , .





Пусть  — точка прямой d. Тогда  и . Отсюда, учитывая, что , получаем: . Таким образом, 
1) 


, , .                      (3)

Обратно, пусть в уравнениях (1) и (2) коэффициенты удовлетворяют равенствам (3). При этом , так как А2 и В2 одновременно не равны нулю. Тогда уравнение (2) можно записать в виде

			(4)

Уравнениями (1) и (4) задается одна и та же прямая, так как если координаты  точки удовлетворяют уравнению (1), то они удовлетворяют и уравнению (4).
2. Взаимное расположение двух прямых



Выясним взаимное расположение двух прямых  и , заданных в некоторой аффинной системе координат О уравнениями:

				(5)

				(6)





По известной теореме вектор  параллелен прямой , а вектор  — прямой . Возможны два случая.








1). Векторы  и  не коллинеарны. В этом случае прямые  и d2 пересекаются. Обратно, если прямые  и d2 пересекаются, то векторы  и  не коллинеарны. Условие неколлинеарности векторов  и  согласно доказанной выше теореме запишется:


так , или 
Для определения координат точки пересечения этих прямых, очевидно, необходимо совместно решить систему (5) и (6).






2). Векторы ,  коллинеарны. В этом случае прямые параллельны, так как по предположению они не совпадают. Обратно, если прямые (5) и (6) параллельны, то векторы  и  коллинеарны. Условие коллинеарности векторов  и запишется так:


	, или .


Таким образом, можно сформулировать следующий вывод о взаимном расположении прямых  и , заданных уравнениями (5) и (6).
2) 
Прямые и d2 пересекаются тогда и только тогда, когда коэффициенты при х и у в уравнениях (5) и (6) не пропорциональны.
3) 





Прямые  и совпадают тогда и только тогда, когда все коэффициенты в уравнениях (5) и (6) пропорциональны,т. е. существует такое число , что , , ..
4) 



Прямые (5) и (6) параллельны тогда и только тогда, когда коэффициенты при х и у пропорциональны, но свободные члены им не пропорциональны, т. е. существует такое число  что, , .
3. Расстояние от точки до прямой.

Ненулевой вектор  называется перпендикулярным данной прямой, если он перпендикулярен любому направляющему вектору прямой. Существует бесконечное множество векторов, перпендикулярных данной прямой. Докажем следующую лемму.
Лемма. Если прямая d в прямоугольной системе координат задана уравнением
Ах + Ву + С = 0,	(1)

то вектор  (А, В) перпендикулярен прямой d.






По выше доказанной теореме вектор ( — В, А) является направляющим вектором прямой d. Но векторы  и  взаимно перпендикулярны, так как  = ( — В) А+А В = 0. Отсюда и следует, что вектор  перпендикулярен прямой d.




 	Пусть Mo — точка, не лежащая на прямой d. Как известно из школьного курса геометрии, длина перпендикуляра M0M, проведенного из точки Мо к прямой d, называется расстоянием от точки Мо до прямой d. Если , то будем считать, что расстояние от точки Мо до прямой d равно нулю. Обозначим расстояние от произвольной точки Мо плоскости до прямой d через . Очевидно, для произвольной точки М прямой d имеем: .


Поставим следующую задачу: в прямоугольной системе координат  даны точка Мо (хо, уо) и прямая d уравнением (1). Вычислить .





Пусть M0M — перпендикуляр, проведенный из точки Мо к прямой d, тогда =|M0M|. По предыдущей лемме вектор п(А, В) перпендикулярен к прямой d, поэтому коллинеарен вектору . По определению скалярного произведения векторов имеем: . Таким образом,

.		(2)










Вычислим . Пусть  - координаты точки , тогда . Поэтому  Так как , то . Таким образом =. Учитывая, что , из формулы (2) окончательно получим:

.			(3)
4. Угол между двумя прямыми















 	Рассмотрим на плоскости две прямые  и , пересекающиеся в точке А. Лучи этих прямых, исходящие из точки А, образуют четыре угла: , , , , причем  =  и =, так как пары углов ,  и ,  вертикальные. Из школьного курса геометрии известно, что углом между









прямыми  и  называется величина того из этих углов, который не больше других углов. Отсюда следует, что угол между пересекающимися прямыми не больше . На рисунке угол между прямыми  и  равен 30°, угол между прямыми  и  равен 60°, а между прямыми  и  равен 90°.


















Введем теперь понятие направленного угла между пересекающимися прямыми на ориентированной плоскости. Рассмотрим пересекающиеся прямые  и , заданные в определенном порядке:  — первая прямая, a  — вторая. Выберем направляющие векторы  и  этих прямых так, чтобы . Направленным углом между прямой  и прямой d2 называется направленный угол между векторами  и , т. е. величина . Таким образом, направленный угол  между любыми двумя пересекающимися прямыми заключен в пределах . Заметим, что если прямые  и  не перпендикулярны, то , а если они перпендикулярны, то  либо .






 Задача. Найти направленный угол  между прямыми  и , если в ортонормированном базисе  даны координаты произвольных направляющих векторов  и  этих прямых.



Решение. Если векторы  и  перпендикулярны, т. е. , то 

.	(1)






Действительно, если , то по определению ,поэтому имеет место равенство (1). Если , то, поэтому . Пользуясь формулами (2) из пункта 14, получаем .
Принимая во внимание формулы (5) из § 14, из формулы (1) получаем:

					(2)



 	Применим формулу (2) для нахождения направленного угла между пересекающимися прямыми  и , заданными уравнениями в прямоугольной системе координат .


: 


: .



По теореме 1 пункта 21 направляющие векторы этих прямых имеют координаты , . Возможны два случая.








1) . В этом случае прямые  и  перпендикулярны, т. е.  либо . Но , поэтому прямые   и  перпендикулярны тогда и только тогда, когда

.	(3)




2) . Направленный угол  между прямыми  и  вычисляется по формуле (2):


или .	(4)
Заметим, что столбцы определителя в числителе правой части этой формулы имеют простой геометрический смысл: первый столбец образуют координаты вектора, перпендикулярного первой прямой, а второй столбец — координаты вектора, перпендикулярного второй прямой.


Теперь рассмотрим случай, когда прямые  и  заданы уравнениями с угловым коэффициентом:


: 


: 


Направляющие векторы этих прямых имеют координаты  и , поэтому условие перпендикулярности прямых запишется так:

.					(5)

Направленный угол  вычисляется по формуле (2):

.				(6)
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2. О.Н. Цубербиллер. Задачи и упражнения по аналитической геометрии. 31-е изд., стер. - СПб.: Издательство «Лань», 2003. – 336 с.
Дополнительная литература
1. Атанасян Л.С., Гуревич Г.Б. Геометрия. Ч. 2. М.: Просвещение, 1976. –  447 с.
2. Базылев В.Т., Дуничев К.И. Геометрия, II. М.: Просвещение, 1975. – 368 с.
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