[bookmark: _GoBack]Лекция 9. Поверхности второго порядка
О п р е д е л е н и е. Поверхностью второго порядка называют поверхность, определяемую уравнением второй степени относительно текущих декартовых координат х и у:  где хотя бы один из коэффициентов 
Например, сфера  является поверхностью второго порядка.
Сфера
О п р е д е л е н и е. Сферой называется геометрическое место точек пространства, равноудаленных от фиксированной точки, называемой центром. 
Сфера радиуса R с центром в точке  имеет уравнение 
Если  (центр в точке ), то сфера имеет следующий вид:
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Пример 1. Доказать, что уравнение 

задает в пространстве сферу. 
Р е ш е н и е:
Выделив полные квадраты, получим 
 сфера с центром в точке и радиуса 2.
Для ее изображения нарисуем сечения сферы плоскостями, проходящими через центр и параллельными координатным плоскостям. Каждое такое сечение будет окружностью радиуса  с центром в точке .
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Эллипсоид
О п р е д е л е н и е. Эллипсоидом называется поверхность, каноническое уравнение которой в декартовой системе координат имеет вид


Числа  называются полуосями эллипсоида. 
Свойства эллипсоида, вытекающие из определения. 
1. Эллипсоид – ограниченная поверхность, поскольку из его канонического уравнения следует, что . Таким образом, эллипсоид расположен внутри параллелепипеда с центром в точке  и сторонами, равными . 
2. Эллипсоид обладает: 
– центральной симметрией относительно начала координат; 
– осевой симметрией относительно координатных осей; 
– плоскостной симметрией относительно координатных плоскостей. 
3. Точки пересечения с осями: 
Из условия  следует, что  
Аналогично  и. 
Тогда точки
  и – вершины эллипсоида. 
[image: ]Для того чтобы построить эллипсоид, применим метод параллельных сечений. 








Рассечем эллипсоид плоскостью, параллельной плоскости (т. к. , то  ). Тогда линия пересечения будет определяться системой

или

При  получаем в сечении эллипсы

где  
Это уравнение эллипса с полуосями  и  в плоскости . Заметим, что с уменьшением  полуоси  и  увеличиваются. 
Если , то сечения представляют собой точки и . Если , т. е.  и эллипс имеет полуоси  и  с вершинами .
Аналогично получим, что сечения эллипсоида плоскостями, параллельными плоскостям  и  тоже являются эллипсами. 
В любой плоскости, параллельной координатным плоскостям, мы имеем в сечениях эллипсы, отсюда и название данной поверхности.

Однополостный гиперболоид
О п р е д е л е н и е. Однополостным гиперболоидом называется поверхность, каноническое уравнение которой имеет вид

Отметим свойства однополостного гиперболоида, вытекающие из определения: 
1. Однополостный гиперболоид – неограниченная поверхность, поскольку из его канонического уравнения следует, что . 
2. Однополостный гиперболоид обладает: – центральной симметрией относительно начала координат; – осевой симметрией относительно всех координатных осей; – плоскостной симметрией относительно всех координатных плоскостей.
Для того чтобы построить однополостной гиперболоид, применим метод параллельных сечений. В сечениях гиперболоида плоскостью  имеем гиперболу

В сечениях гиперболоида плоскостью  имеем гиперболу

Рассечем поверхность плоскостями , параллельными плоскости . В сечениях имеем линии

При  получим самый маленький эллипс с полуосями  и  – горловой эллипс с вершинами . 
При  получим в сечениях эллипсы

где  
При увеличении  полуоси эллипса увеличиваются.
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Двуполостный гиперболоид
О п р е д е л е н и е. Двуполостным гиперболоидом называется поверхность, каноническое уравнение которой имеет следующий вид:

Отметим свойства однополостного гиперболоида, вытекающие из определения. 
1. Двуполостный гиперболоид – неограниченная поверхность, поскольку из его канонического уравнения следует, что и не ограничен сверху. 
2. Двуполостный гиперболоид обладает: 
– центральной симметрией относительно начала координат; 
– осевой симметрией относительно всех координатных осей; 
– симметрией относительно всех координатных плоскостей. 
Для того чтобы построить двуполостной гиперболоид, применим метод параллельных сечений. В сечениях гиперболоида плоскостью   имеем гиперболу

В сечениях гиперболоида плоскостью  имеем гиперболу с вершинами 

Рассечем поверхность плоскостями , параллельными плоскости . В сечениях имеем линии

Первое уравнение имеет смысл только при 

При  секущая плоскость не пересекает гиперболоид; при  получим две точки  и ; при  уравнения линий пересечения будут эллипсы с вершинами :

где  
При увеличении  полуоси эллипса увеличиваются.
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Эллиптический параболоид
О п р е д е л е н и е. Эллиптическим параболоидом называется поверхность, каноническое уравнения которой имеет вид

Отметим свойства эллиптического параболоида, вытекающие из определения: 
1. Эллиптический параболоид – неограниченная поверхность, поскольку из его канонического уравнения следует, что  и принимает сколько угодно большие значения. 
2. Эллиптический параболоид обладает: 
– осевой симметрией относительно оси ; 
– плоскостной симметрией относительно координатных плоскостей  и . 
3. При  уравнению удовлетворяют . Значит, точка  – вершина параболоида. 
Для того чтобы построить эллиптический параболоид, применим метод параллельных сечений. В сечениях параболоида плоскостью  имеем параболу

В сечениях параболоида плоскостью  имеем параболу

Рассечем поверхность плоскостями , параллельными плоскости . В сечениях имеем эллипсы

где  
При увеличении  полуоси эллипса увеличиваются.
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Гиперболический параболоид

О п р е д е л е н и е. Гиперболическим параболоидом называется поверхность, каноническое уравнения которой имеет следующий вид:

Отметим свойства гиперболического параболоида, вытекающие из определения: 
1. Гиперболический параболоид – неограниченная поверхность, поскольку из его канонического уравнения следует, что  – любое. 
2. Гиперболический параболоид обладает: 
– осевой симметрией относительно оси ; 
– плоскостной симметрией относительно координатных плоскостей  и .
Для того чтобы построить гиперболический параболоид, применим метод параллельных сечений.
3. При  имеем , т. е.  – прямые  и  (это асимптоты гипербол); при  получаем  – парабола ; при  получаем –  парабола ; при  в сечениях имеем

т.е. 
- гиперболы  и , где , при  в сечениях имеем

т.е.

– сопряженные гиперболы  и , где  и 
[image: ]
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