
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ДЛЯ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§1. Определения и свойства неопределенного интеграла 

Определение 1. Функция 𝐹(𝑥) называется первообразной для функции 𝑓(𝑥) на 

некотором промежутке, если в каждой точке этого промежутка функция 𝐹(𝑥) 

дифференцируема и выполняется равенство 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Если известна одна первообразная 𝐹(𝑥) для функции 𝑓(𝑥) на интервале (𝑎, 𝑏), то любая 

другая первообразная может быть представлена в виде 𝐹(𝑥) + С, где С – произвольная 

постоянная величина. Такая форма записи первообразных носит название общего вида 

первообразной. 

Геометрически, в системе координат 𝑥𝑂𝑦, графики всех первообразных функций от 

данной функции 𝑓(𝑥) представляют семейство кривых, зависящих от одного параметра 𝐶, 

которые получаются одна из другой путем параллельного сдвига вдоль оси 𝑂𝑦 (рис. 1).  

 
Рис. 1. Семейство первообразных функций 

Определение 2. Множество всех первообразных для данной функции 𝑓(𝑥) на интервале 

(𝑎, 𝑏) называется неопределённым интегралом функции 𝑓(𝑥) на этом интервале и обозначается 

символом: 

 += .)(d)( CxFxxf  

Теорема 1. Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна на промежутке (𝑎, 𝑏), то она имеет на 

промежутке (𝑎, 𝑏) первообразную и неопределённый интеграл. 

Из определений первообразной F(x) и неопределённого интеграла от данной функции 

f(x) на некотором промежутке следуют свойства неопределённого интеграла: 
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3.  += CxFxF )()(d , где С – произвольная постоянная. 
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Замечание. Все вышеперечисленные свойства верны при условии, что интегралы, 

фигурирующие в них, рассматриваются на одном и том же промежутке и существуют. 
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Справедливость формул интегрирования, а также и каждый результат интегрирования 

можно проверить путем дифференцирования на том основании, что интегрирование есть 

действие обратное дифференцированию. 

Непосредственное интегрирование 

а) Работа с таблицей: если предложенный интеграл оказался одним из табличных 

интегралов, то в этом случае требуется найти соответствующую формулу таблицы основных 

интегралов и воспользоваться ею. 

б) Подведение под знак дифференциала: предложенный интеграл удается свести к 

табличному с помощью изменения переменой интегрирования или за счёт преобразований под 

знаком дифференциала. Это основано на определении дифференциала 𝑑(j(𝑥)) = j′(𝑥)𝑑𝑥.  

Часто используют следующие формулы: 
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Примеры с решениями 
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Примеры для самостоятельного решения 
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§2. Интегрирование посредством разложения подынтегральной функции на 

слагаемые 

Метод интегрирования разложением функции на слагаемые базируется на линейных 

свойствах неопределенного интеграла (свойства 4 и 5). Если подынтегральная функция 

представляет алгебраическую сумму нескольких слагаемых, то, согласно свойству (5), можно 

интегрировать каждое слагаемое отдельно. Это позволяет многие интегралы свести к сумме 

более простых интегралов. 

Примеры с решениями 

Пример 1. Найти интеграл ( )23 2 5x x dx+ −  

Решение. 
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Решение. Разлагаем подынтегральную функцию на слагаемые, деля числитель 

почленно на знаменатель 
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Пример 3. Найти интеграл ( )
3

1 xe dx+  

Решение. Возводим в куб и интегрируем каждое слагаемое 
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Пример 4. Найти интеграл 
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Решение. Разлагаем подынтегральную дробь на две слагаемых дроби, деля числитель 

почленно на знаменатель 
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Пример 5. Найти интеграл  
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Решение. Выделим в неправильной дроби целую часть и правильную дробь 
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Примеры для самостоятельного решения 
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§ 3. Интегрирование подстановкой 

Если не удаётся найти интеграл )(xf  непосредственно, то можно выбрать функцию 

𝑥 = j(𝑡), удовлетворяющую следующим условиям: 

1) j(𝑡) непрерывна в интервале 𝑡(,), соответствующем интервалу 𝑥(𝑎, 𝑏); 

2) дифференцируемая при 𝑡(, ); 

3) имеет обратную функцию 𝑡 = j−1(𝑥),  

чтобы интеграл ( )d (φ( ))φ ( )df x x f t ' t t=  , стал табличным или более простым. 
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Примеры с решениями 

Пример 1. Найти интеграл: 
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Пример 4. Найти интеграл 
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Пример 5. Найти интеграл 
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Примеры для самостоятельного решения 
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§ 4. Интегрирование по частям 



Метод интегрирования по частям основан на следующей теореме. 

Теорема 1. Пусть функции 𝑢 = 𝑢(𝑥) и 𝑣 = 𝑣(𝑥) дифференцируемы в некотором 

интервале (𝑎, 𝑏). Пусть в интервале (𝑎, 𝑏) функция 𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥) имеет первообразную. Тогда в 

интервале (𝑎, 𝑏) функция 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) также имеет первообразную. При этом справедливо 

равенство: 

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )du x v x x u x v x v x u x x =  −  . 

Замечание. Определение дифференциала и свойства инвариантности его формы 

позволяют переписать формулу интегрирования по частям в более короткой форме: 

  −= uvvuvu dd . 

Большая часть интегралов, берущихся с помощью метода интегрирования по частям, 

может быть разбита на следующие три группы: 

1) К первой группе относятся интегралы, у которых подынтегральная функция содержит 

в качестве множителя одну из следующих функций: 

ln 𝑥;  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥;  𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥;  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥;  𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 𝑥; 

при условии, что оставшаяся часть подынтегральной функции представляет собой 

производную известной функции. Тогда за функцию 𝑢(𝑥) берут соответствующую из 

перечисленных. 

2) Ко второй группе относятся интегралы вида: 

xxbax n dαcos)( + ,  xxbax n dαsin)( + ,  xebax xd)( α
 + ,  xAbax xn d)( α

 + , 

где 𝑎, 𝑏, , 𝑛, 𝐴 – некоторые постоянные числа, 𝐴 > 0, 𝑛𝑁. 

При этом в качестве 𝑢(𝑥) следует брать (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 и интегрировать по частям n раз. 

3) К третьей группе относятся интегралы вида: 

( )cosxe x dx  , ( )sinxe x dx  ,  xxA x dβcosα
 , 

xxA x dβsinα
 ,   xx d)sin(ln ,   xx d)cos(ln , 

где , , 𝐴 – постоянные числа, 𝐴 > 0,  𝐴 ≠ 1. 

Такие интегралы берутся двукратным интегрированием по частям при любом выборе 

𝑢(𝑥). Это приводит к линейному уравнению относительно предложенного интеграла, откуда 

его и находят. 

Примеры с решениями 

Пример 1. Найти интеграл 
2 arctg dx x x  

Решение. 
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Пример 2. Найти интеграл arcsin dx x  

Решение. 
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Пример 3. Найти интеграл sin dx x x  

Решение.  

d d
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cos sinx x x C= − + +  

Пример 4. Найти интеграл cos dx x  

Решение. 
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Пример 5. Найти интеграл 
2 dxx e x  

Решение. 
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Пример 6. Найти интеграл cos2 dxe x x  

Решение.  
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Далее необходимо решить уравнение: 

 

 

 

Пусть Jxxex = d2cos , тогда уравнение запишется в виде: 
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Пример 7. Найти интеграл cos(ln )dx x  

Решение. 
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Пусть cos(ln )dx x I= , тогда получаем уравнение вида: 

cos(ln ) sin(ln )I x x x x I= + −  

2 (cos(ln ) sin(ln ))I x x x= +  

(cos(ln ) sin(ln ))
2

x
I x x= + . 

Примеры для самостоятельного решения 
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25.  xdxe x sin3
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