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Лекция 1. Арифметика. Числовые множества.
[bookmark: _GoBack]«Арифметика (от греческого «число») – часть математики, наука о числах, в первую очередь о неотрицательных рациональных числах (целых и дробных), и действиях нал ними». § 1. Натуральные, целые, рациональные, иррациональные и действительные числа Число является одним из основных понятий математики. Для описания и исследования количественных отношений служат числа. Они позволяют выразить результаты счета или измерения. Понятие числа является основополагающим для многих математических теорий. Числа находят широкое применение в физике, химии, астрономии и многих других науках. Числами постоянно пользуются в повседневной жизни. 1.1. Натуральные числа N Натуральные числа выражают количество подлежащих счету однотипных или разных по типу предметов. Понятие натурального числа относится к простейшим, первоначальным понятиям математики и не подлежит определению через другие, более простые понятия. Натуральные числа могут быть естественным образом распложены в порядке возрастания: каждое следующее натуральное число получается из предыдущего прибавлением единицы. Записанные в порядке возрастания натуральные числа: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12... образуют натуральный ряд. Многоточие показывает возможность неограниченного продолжения этого ряда. В этом смысле говорят, что имеется бесконечное множество натуральных чисел. Единица – наименьшее из натуральных чисел; наибольшего числа натуральный ряд не имеет. Итак, N = {1, 2, 3, 4, 5, ...}. Любое натуральное число можно записать с помощью десяти цифр: 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Цифры (числа) 0,2,4,6,8 называются четными, а цифры (числа) 1,3,5,7,9 – нечетными. Интересен вопрос о том, с каким самым большим числом приходилось иметь дело на практике. Физики считают, что во всей Вселенной количество элементарных частиц, из которых состоят атомы находящегося в ней вещества, не больше, чем 108. В связи с этим полагают, что нет практической необходимости пользоваться числами, большими, чем 10100. Для этого числа придумано специальное название – гугол. [3] Более строгое описание понятия «натуральное число», выходящее за пределы курса элементарной математики, опирается на аксиомы, сформулированные итальянским математиком Джузеппе Пеано (1858–1932). В них, в частности, используется понятие следования, принимаемое как первичное и не определяемое через другие понятия. Приведем указанные аксиомы Пеано: 1. Единица есть натуральное число. Единица не следует ни за каким натуральным числом. 2. Число, следующее за натуральным числом, есть натуральное число. 3. Если натуральное число а следует за натуральным числом b и одновременно за натуральным числом с, то b и с тождественно равны. 4. Если какое-либо предложение доказано для 1, и если из допущения, что оно верно для натурального числа а, вытекает, что оно верно для следующего за а натурального числа, то это предложение верно для всех натуральных чисел. Последняя аксиома, называется аксиомой полной индукции, она лежит в основе известного метода доказательства – метода математической индукции. 1.2. Целые числа Z В арифметике рассматриваются различные действия над числами: сложение, вычитание, умножение, деление, возведение в степень, извлечение корня и т. д. Первые четыре из этих действий называют арифметическими или рациональными. Итак, действия, выполняемые над числами, можно разбить на два класса: арифметические (рациональные) и иррациональные (не являющие ся рациональными). Представим эту информацию в виде схемы № 1: 1. сложение 2. вычитание 3. умножение 4. деление 1. возведение в степень 2. извлечение корня Схема № 1. Действия над числами Но только два из них – сложение и умножение – безоговорочно выполняются в области натуральных чисел: сумма и произведение натуральных чисел есть снова натуральные числа. Дадим формулировки законов, которым подчиняются действия сложения и умножения; строгие определения этих действий и обоснование их [4] свойств (выводимых из небольшого числа аксиом) рассматриваются в теоретической арифметике. Переместительный (или коммутативный) закон сложения: a+b = b+a Иначе: от перестановки слагаемых сумма не изменяется. Переместительный (или коммутативный) закон умножения: 
a∙b = b∙a Иначе: от перестановки сомножителей произведение не изменяется. Сочетательный (или ассоциативный) закон сложения: (а+b)+с = а + (b+с) Иначе: сумма не зависит от группировки слагаемых. (1.2.1) (1.2.2) (1.2.3) Этот закон позволяет записывать сумму нескольких слагаемых без скобок. 
Сочетательный (или ассоциативный) закон умножения:
 (a∙b)∙c = a∙(b∙c)                                   (1.2.4) 
Иначе: произведение не зависит от группировки сомножителей. 
Распределительный (или дистрибутивный) закон умножения относительно сложения: (a + b)∙c = a∙c + b∙c. (1.2.5) Если сложение и умножение натуральных чисел всегда приводит вновь к натуральному числу, то уже вычитание не всегда выполнимо, если оставаться в области арифметики натуральных чисел. Для возможности образования разности любых двух натуральных чисел возникает необходимость расширить совокупность чисел, вводя нуль и целые отрицательные числа –1, –2, –3, .... –п,…. С отрицательными числами мы сталкиваемся, например, слушая прогноз погоды зимой (температура воздуха равна – 10°), измеряя глубину моря (–200 м), подсчитывая баланс доходов и расходов (–300 руб.) и т.п. Все натуральные числа могут быть названы также целыми положи тельными числами. Если требуется подчеркнуть, что данное число положительное, то перед ним надо поставить знак «+», но, как правило, пишут не +4, а просто 4. Перед отрицательными же числами знак «–» ставить на до обязательно. Число нуль не относят ни к отрицательным, ни к положи тельным числам. Определение 1. Числа п и –п называют противоположными. Итак, Z={..., –п, ..., –2, –1, 0, 1, 2, .... п, ...}. Таким образом, множество Z состоит из целых положительных (натуральных) чисел, целых отрицательных чисел и нуля. Во множестве всех целых чисел, действие вычитания (так же как и сложения) всегда выполнимо. При этом, действие вычитания может быть сведено к сложению с числом, противоположным вычитаемому: a–b = a+(–b); a–(–b) = a+b                         (1.2.6) 
Для умножения целых чисел вводится известное правило знаков: (–а)∙b = а∙(–b) = – ab; (–а)∙(–b) = ab
