РАЗДЕЛ 3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И МАТРИЦЫ

3.1 Матрицы и операции над ними (свойства операций, примеры). Кольцо матриц
Прямоугольная таблица из строк и  столбцов, в которой размещено  чисел, называется прямоугольной матрицей размера 

или в сокращенном виде:

Числа , у которых первый индекс определяет номер строки, а второй – номер столбца, называют элементами матрицы.
Говорят, что  где  и , если у этих матриц совпадают элементы, стоящие на одинаковых позициях, т.е. для 
Матрица с нулевыми элементами называется нулевой.
Квадратной матрицей порядка называют матрицу, у которой число строк и число столбцов совпадают, т.е. 

Главной диагональю квадратной матрицы называют компоненты матрицы, стоящие на диагонали, идущей из левого верхнего угла к правому нижнему. Вторую диагональ называют побочной диагональю матрицы.
Квадратная матрица, у которой выше и ниже главной диагонали стоят нули, а на главной есть числа отличные от нуля, называется диагональной матрицей:

Если все элементы диагональной матрицы равны единице, то матрицу называют единичной:

Треугольной называют квадратную матрицу, у которой равны нулю все элементы, стоящие выше или ниже главной диагонали.
Матрица, получаемая из заменой строк на соответствующие по номеру столбцы, т.е. без нарушения порядка их следования, называется транспонированной к данной матрице:

Если все элементы матрицы умножить на некоторое число  то говорят о произведении матрицы  на число :  для всех .
Складывать можно матрицы одинаковой размерности, для этого нужно сложить элементы, стоящие на одинаковых позициях, т.е.

где , ,для всех  Матрицу  называют суммой двух матриц.
Например, вычислим , где

Тогда

Введенные таким образом линейные операции над матрицами обладают следующими свойствами:








Две матрицы можно перемножать, если число столбцов первого множителя равно числу строк второго множителя. Произведение  имеет смысл, если

Тогда произведением матриц  называется матрица , элементы которой определяется по правилу:

т.е. при умножении матриц находят сумму произведений элементов -ой строки матрицы  на соответствующие элементы -го столбца матрицы для получения элемента 
Например, найдем произведение матриц:

Имеем:

Для умножения матриц переместительный закон, в основном, не выполняется, т.е. 
Например, найдем произведение матриц  и , если 

Имеем



Умножение матриц подчиняется сочетательному закону, т.е.

Отметим, что множество квадратных матриц образует кольцо относительно алгебраических операций сложения и умножения матриц.
3.2 Знак подстановки. Определитель квадратной матрицы. Вычисление определителей второго и третьего порядка

Приведём некоторые определения, которые необходимы для того, чтобы ввести понятие определителя.
Пусть  – натуральное число. Факториалом числа  (обозначают: !) называют произведение натуральных чисел от 1 до  включительно, то есть
 .
Факториал числа 0 полагают равным 1.
Расположение  чисел  в любом порядке называется перестановкой этих чисел.
Пусть дана некоторая перестановка чисел  :
.
Говорят, что два числа  и  образуют инверсию в перестановке, ес-
ли большее число стоит левее меньшего, то есть если   . Количество пар, образующих инверсию в перестановке, называется числом инверсий в перестановке.
Пример.
В перестановке 1, 4, 5, 3, 2 инверсию образуют следующие пары чисел: 4 и 3, 4 и 2, 5 и 3, 5 и 2, 3 и 2. Число инверсий – 5.
Пусть  – квадратная матрица порядка .
Определение. Определителем матрицы A (определителем порядка  ) называется сумма  членов, составленных следующим образом. Членами определителя служат всевозможные произведения  элементов матрицы, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца матрицы. При этом произведение берется со знаком «плюс», если число инверсий в перестановке первых индексов сомножителей и число инверсий в перестановке вторых индексов сомножителей в сумме дают четное число, а со знаком «минус» – в противном случае.
Определитель матрицы A обозначают:

Элементы, строки, столбцы матрицы называют соответственно элементами, строками, столбцами определителя матрицы.
Как частный случай рассматриваются определители второго и третьего порядка. Определитель второго порядка вычисляют по формуле:

т.е. он равен разности произведений элементов, стоящих на главной и второй диагонали.
Определитель третьего порядка вычисляют по правилу треугольников. Ниже представлена схема вычисления, где кружочками являются элементы определителя, а отрезки соединяют перемножаемые элементы:
[image: https://ds04.infourok.ru/uploads/ex/1098/0016b95f-56775a2b/img5.jpg]
Тогда
 
Для запоминания этой формулы пользуются так называемым правилом треугольников.
Определитель третьего порядка равен алгебраической сумме шести произведений. Со знаком «плюс» берутся произведение элементов главной диагонали и произведения элементов, стоящих в вершинах двух равнобедренных треугольников, основания которых параллельны главной диагонали. Со знаком «минус» берутся произведение элементов побочной диагонали и произведения элементов, стоящих в вершинах двух равнобедренных треугольников, основания которых параллельны побочной диагонали.
3.3 Свойства определителей

1 При транспонировании матрицы ее определитель не меняется.
Из этого свойства следует, что строки и столбцы в определителе равноправны, то есть любое утверждение, верное для строк определителя, будет верно и для его столбцов.
2 При перестановке любых двух строк (столбцов) определитель меняет знак.
3 Общий множитель элементов любой строки (столбца) можно выносить за знак определителя.
4 Определитель, у которого каждый элемент некоторой строки (столбца) является суммой двух слагаемых, равен сумме двух определителей, у первого из которых в указанной строке (столбце) стоят первые слагаемые, а у второго – вторые слагаемые; остальные строки (столбцы) у всех определителей одинаковые.
Определение. Если в матрице некоторая строка (столбец) может представлена в виде суммы других  строк, умноженных соответственно на числа , то говорят, что данная строка (столбец) является линейной комбинацией указанных строк (столбцов).
5 Определитель равен нулю если:
а) он имеет строку (столбец), состоящую из нулей;
б) он имеет хотя бы две одинаковые строки (два одинаковых столбца);
в) он имеет хотя бы две пропорциональные (то есть отличающиеся множителем) строки (столбца);
г) хотя бы одна строка (столбец) является линейной комбинацией нескольких других строк (столбцов).
6 Определитель не изменится, если к каждому элементу одной строки (столбца) прибавить соответствующий элемент другой строки (столбца), умноженный на некоторое число.
7 Если A и B – квадратные матрицы порядка  , то


3.4 Миноры и алгебраические дополнения. Разложение определителя по строке или столбцу
Рассмотрим определитель порядка 

Если в определителе -го порядка вычеркнуть -ю строку и -й столбец, то получится определитель -го порядка. Этот определитель называют минором  элемента  определителя -го порядка . 
Если минор взять со знаком то получают выражение, называемое алгебраическим дополнением элемента  определителя -го порядка :

С учетом введенных понятий, можно записать формулы для вычисления определителей -го порядка:
· разложение определителя по -ой строке имеем:

· разложение определителя по -тому столбцу:

т.е. определитель равен сумме произведений элементов некоторого ряда (столбец или строка), на соответствующие им алгебраические дополнения.
Доказательство этих формул следует из теоремы Лапласа:
Пусть в определителе порядка n выбрано  строк (столбцов), где . Тогда определитель равен сумме произведений всех миноров  -го порядка, содержащихся в выбранных строках (столбцах), на их алгебраические дополнения.
Отметим, что в этих формулах индексы слагаемых совпадают, а если они не будут совпадать, то выражение равно нулю. Формулы приводят заданный определитель -го порядка к определителям более низкого порядка, порядок которых также можно понизить. Таким образом, получается достаточное большое число определителей. Упростить вычисления можно с помощью свойств определителей и сведением заданного определителя к одному определителю на один порядок ниже. При этом удобно пользоваться тем, что значение определителя не меняется при добавлении к ряду определителя другого соответствующего ряда, умноженного на некоторое число. В результате таких действий определитель приводится к виду, когда в некотором ряду все элементы равны нулю, кроме одного. Заданный определитель будет равен произведению этого элемента на его алгебраическое дополнение.

3.5 Обратная матрица, способы её вычисления

Введем определение обратной матрицы. Пусть задана квадратная матрица

Квадратная матрица  называется невырожденной или неособенной, если  и вырожденной или особенной, если 
Две квадратные матрицы называются взаимно обратными, если

Матрица, обратная к , обозначается через так что 
Теорема. Для того чтобы матрица  имела обратную матрицу  необходимо и достаточно, чтобы матрица  была невырожденной.
Обратную матрицу можно найти разными методами. Рассмотрим один из методов, когда обратная матрица вычисляется по формуле:

где алгебраические дополнения элементов 
Вычислим обратную матрицу для матрицы:

Найдем сначала определитель заданной матрицы:

Значит, обратная матрица существует. Вычислим алгебраические дополнения элементов заданной матрицы:



Тогда имеем по формуле:

Сделаем проверку, перемножив заданную матрицу и найденную обратную матрицу:

3.6 Системы линейных уравнений. Совместные и несовместные, определенные и неопределенные системы линейных уравнений

Определение. Линейным уравнением называют уравнения, в которых неизвестные переменные содержатся только в первой степени и не содержат произведения неизвестных.
В школьном курсе по основной программе изучаются системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными. Для повышения уровня знаний решаются системы трех и четырех уравнений. Поэтому рассмотрим системы с произвольным числом уравнений и неизвестных.
Определение. В общем виде система из  линейных алгебраических уравнений с  неизвестными записывается в виде:

где  неизвестные,  коэффициент при неизвестной  из -го уравнения, свободный член -го уравнения.
Определение. Система (1) называется однородной, если все свободные члены равны нулю.
Определение. Прямоугольные таблицы 

называют основной и расширенной матрицами системы (1).
Определение. Решением системы (1) называют такой упорядоченный набор чисел  который каждое уравнение системы обращает в тождество.
Определение. Система линейных уравнений, имеющая хотя бы одно решение, называется совместной, и несовместной, если не имеет решений. 
Определение. Система называется определенной, если она совместна и имеет одно единственное решение, и неопределенной, если решений больше, чем одно.
Например, система

несовместна, так как если обе части второго уравнения разделить на 2, то левые части двух уравнений будут совпадать, а правые нет.
Система

имеет бесконечно много решений вида:

где  произвольное число.
Система 

имеет единственное решение  Это можно проверить либо методом постановки, либо методом алгебраического сложения. Решим это уравнение методом сложения. Первое уравнение умножим на 5 и вычтем из него второе уравнение, умноженное на 3, получим:

Умножая первое уравнение на 8 и вычитая из него второе, умноженное на 5, получим

При решении последней системы мы умножали обе части одного уравнения на некоторое число и вычитали из него другое уравнение, обе части которого умножали тоже на некоторое число. В результате этих преобразований мы получили верный ответ. Такие преобразования называют элементарными, не меняющими решения системы.
Определение. Две системы линейных алгебраических уравнений называют эквивалентными или равносильными, если они обе несовместны, или совместны и имеют одни и те же решения.
Основная задача теории решения систем линейных уравнений состоит в разработке методов их решения, выяснения вопроса совместности и в случае совместности определения числа решений по некоторому методу. 

[bookmark: _GoBack]3.7 Запись и решение системы  линейных уравнений с  переменными в матричной форме. Правило Крамера

Запишем систему (1) при  в матричной форме:

где

Так как матрица  невырожденная, то она имеет обратную матрицу:

где алгебраические дополнения элементов . Умножая слева правую и левую части (2) на матрицу , получим:


так как 
Следовательно, система (2) имеет одно единственное решение, которое можно найти по формуле (3).
Рассмотрим правило Крамера решения системы  линейных уравнений с  переменными.
Пусть  – одно из неизвестных,  – любое из чисел 1,2, … Умножим каждое уравнение системы (2) на алгебраические дополнения соответственно . Сложим отдельно правые и левые части полученных равенств. В результате получим следующее равенство:


В левой части равенства при  стоит выражение равное значению определителя системы, а все остальные слагаемые обращаются в нуль по теореме 2. В правой части равенства стоит значение определителя, полученного из главного определителя заменой -го столбца столбцом свободных членов. Обозначим его через . Тогда



Таким образом, мы получили формулы для нахождения единственного решения системы (2):

Правилом Крамера удобно пользоваться если система состоит не более чем из трех уравнений с тремя неизвестными, так как достаточно трудоёмко вычисление определителей высокого порядка. 
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