РАЗДЕЛ 4. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

4.1 Примеры и простейшие свойства векторных пространств. Арифметические векторные пространства
Из курса аналитической геометрии известно, что всякая точка плоскости определяется своими двумя координатами, т. е. упорядоченной системой двух действительных чисел; всякий вектор на плоскости определяется своими двумя компонентами, т. е. снова упорядоченной системой двух действительных чисел. Аналогично всякая точка трехмерного пространства определяется своими тремя координатами, всякий вектор в пространстве - тремя компонентами.
Так, рассмотрим совокупность шаров в трехмерном пространстве. Для того чтобы шар был полностью определен, нужно задать координаты его центра и радиус, т. е. задать упорядоченную систему четырех действительных чисел, из которых, впрочем, последнее (радиус) может принимать лишь положительные значения. Рассмотрим, с другой стороны, различные положения твердого тела в пространстве. Положение тела будет вполне определено, если будут указаны координаты его центра тяжести, направление некоторой фиксированной оси, проходящей через центр тяжести, наконец, угол поворота вокруг этой оси. Таким образом, положение твердого тела в пространстве определяется упорядоченной системой из шести действительных чисел. 
Определение. Упорядоченная система  чисел
	= (, , ..., )	(1)
называется мерным вектором. 
Числа , , будут называться компонентами вектора . Векторы  и 
	 =(		(2)
будут считаться равными в том случае, если совпадают их компоненты, стоящие на одинаковых местах, т. е. если=при . Для обозначения векторов будут употребляться дальше малые греческие буквы, в то время как малые латинские буквы будут использованы для обозначения чисел.
В качестве примеров векторов укажем следующие:
1) Векторы-отрезки, выходящие из начала координат на плоскости или в трех мерном пространстве, будут при фиксированной системе координат соответственно двух- и трехмерными векторами смысле данного выше определения.
2) Коэффициенты всякого линейного уравнения с  неизвестными составляют -мерный вектор.
3) Всякое решение любой системы линейных уравнений с  неизвестными будет-мерным вектором.
4) Если дана матрица на  строк и  столбцов, то ее строки будут мерными векторами, столбцы мерными векторами.
5) Сама матрица из  строк и  столбцов может рассматриваться как мерный вектор: достаточно прочесть элементы матрицы подряд, строчку за строчкой: в частности, всякая квадратная матрица порядка  может рассматриваться как - мерный вектор, причем, очевидно, всякий -мерный вектор может быть получен этим путем из некоторой матрицы порядка . 
Определение. Суммой векторов (1) и (2) называется вектор
	 ,		(3)
компоненты которого суть суммы соответствующих компонент слагаемых векторов. 
Сложение векторов коммутативно и ассоциативно ввиду коммутативности и ассоциативности сложения чисел. Роль нуля играет нулевой вектор
			(4)

Для записи нулевого вектора мы употребляем тот же символ , как и для числа нуль. Назовем противоположным вектору (1) вектор
		(5)
Очевидно, что . Теперь легко видеть, что для сложения векторов существует обратная операция – вычитание: разностью векторов (1) и (2) будет вектор , т. е. 
		(6)
Умножение вектора  на число  означает при >0 растяжение  в  раз, a при   растяжение в || раз и изменение направления на противоположное. Выражая это правило, через компоненты вектора  и переходя к рассматриваемому нами общему случаю, мы получаем такое определение:
Определение. Произведением вектора (1) на число  называется вектор 
	 	(7)
компоненты, которого равны произведению на  соответственных компонент вектора . 
Из этого определения вытекают следующие важные свойства, проверка которых не представляет труда:
	;	(8)
		(9)
		(10)

Столь же легко проверяются, но могут быть получены и как следствия из свойств (8) -(11), следующие свойства:
	;	(12)
	;	(13)
	;	(14)
Если , то или , или .	(15)
Определение. Совокупность всех мерных векторов с действительными компонентами, рассматриваемая с определенными в ней операциями сложения векторов и умножения вектора на число, называется мерным векторным пространством. 
Заметим, что в определениемерного векторного пространства не входит операция умножения векторов. Определить умножение векторов было бы легко - положить, например, что компоненты произведения векторов равны произведениям соответственных компонент сомножителей. Так, векторы-отрезки, выходящие на начала координат на плоскости или в трехмерном пространстве, составляют при фиксированной системе координат двумерное и, соответственно, трехмерное векторные пространства. 

4.2 Линейная зависимость векторов
Вектор  из -мерного векторного пространства называется пропорциональным вектору , если существует такое число , что .
В частности, нулевой вектор пропорционален любому вектору  ввиду равенства . Если же  и , откуда , то , т. е. для ненулевых векторов пропорциональность обладает свойством симметричности.
Обобщением понятия пропорциональности векторов служит следующее понятие.
Определение. Вектор  называется линейной комбинацией векторов , , ..., , если существуют такие числа , , ..., , что
.
Таким образом, я компонента вектора , =1, 2, ..., , равна, ввиду определения суммы векторов и произведения вектора на число, сумме произведений -x компонент векторов , ,…, соответственно на, , ..., .
Определение. Система векторов
		(1)
называется линейно зависимой, если хотя бы один из этих векторов является линейной комбинацией остальных векторов системы (1), и линейно независимой - в противположном случае.
Укажем другую форму этого весьма важного определения. 
Определение. Система векторов (1) линейно зависима, если существуют такие числа  , ..., , хотя бы одно из которых отлично от нуля, что имеет место равенство
	.	(2)
Доказательство эквивалентности этих двух определений не представляет затруднений. Пусть, например, вектор, из системы (1) есть линейная комбинация остальных векторов:

Отсюда вытекает равенство
,
т. е. равенство вида (2) , где ; для  и , т. е. 0. 
Пусть, обратно, векторы (1) связаны соотношением (2), в котором, например, 0. Тогда

т.е. вектор , оказался линейной комбинацией векторов , ,..., ..
Пример. Система векторов

линейно зависима, так как векторы связаны соотношением

В этом соотношении все коэффициенты отличны от нуля.
Отметим следующие свойства понятия линейной зависимости. 
1.Если некоторая подсистема системы векторов (1) линейно зависима, то и вся система (1) линейно зависима.
Действительно, пусть векторы , ,...,  из системы (1), где , связаны соотношением
,
в котором не все коэффициенты равны нулю. Отсюда следует соотношение
+…+0+…+0,
т. е. система (1) линейно зависима. 
2. Система векторов, содержащая нулевой вектор, линейно зависима.
3. Система векторов, содержащая два равных или, вообще, два пропорциональных вектора, линейно зависима.
4. Если система векторов (1) линейно независима, то и всякая ее подсистема также линейно независима.
Как много векторов может содержать линейно независимая система -мерных векторов, и существуют ли, в частности, такие системы с произвольно большим числом векторов? Для ответа на этот вопрос рассмотрим в -мерном векторном пространстве векторы


	---------------------------	(3)

называемые единичными векторами этого пространства. 
5.Система единичных векторов будет линейно независимой.
6.Всякие  векторов n-мерного векторного пространства составляют при  линейно зависимую систему. 
Пусть, в самом деле, нам даны векторы
=(,,…,),
=(,,…,),
------------------------
=(,, …, ).
Нам нужно подобрать такие числа , , ..., , не все равные нулю, что
	   	(4)
Переходя от равенства (4) к соответствующим равенствам между компонентами, получаем
	++...+=0,
	++…+=0	(5)
	--------------------------------
	++…+=0.
Равенства (5) составляют, однако, систему  линейных однородных уравнений относительно  неизвестных , , …, Число уравнений в этой системе меньше числа неизвестных, а поэтому, эта система обладает ненулевыми решениями. Таким образом, можно подобрать числа , , …, , не все равные нулю, которые удовлетворяют требованию (4). Теорема доказана. 
Определение. Назовем линейно независимую систему -мерных векторов
	,, …,	(6)
максимальной линейно независимой системой, если добавление к этой системе любого -мерного вектора  дает уже линейно зависимую систему. 
Так как во всякой линейной зависимости, связывающей векторы  …,  , коэффициент при  должен быть отличным от нуля, иначе система (6) была бы линейно зависимой, то вектор  линейно выражается через векторы (6). Поэтому система векторов (6) тогда и только тогда будет максимальной линейно независимой системой, если векторы (6) линейно независимы, а любой  - мерный вектор  является их линейной комбинацией. 
Из результатов, полученных выше, вытекает, что в -мерном векторном пространстве всякая линейно независимая система, состоящая из  векторов, будет максимальной, а также что любая максимальная линейно независимая система векторов этого пространства состоим не более чем из n векторов.
Всякая линейно независимая система - мерных векторов содержится хотя бы в одной максимальной линейно независимой системе. В -мерном векторном пространстве существует бесконечно много различных максимальных линейно независимых систем векторов.
4.3 Базис и ранг конечной системы векторов. Разложение вектора по базису. Базис и размерность конечномерного векторного пространства

Возникает вопрос, существуют ли в этом -мерном векторном пространстве максимальные линейно независимые системы с меньшим, чем , числом векторов или же число векторов в любой такой системе непременно равно ? Ответ на этот вопрос будет дан ниже.
Если вектор  является линейной комбинацией векторов
	,, …, ,	(7)
то часто говорят, что  линейно выражается через систему (7). Понятно, что если вектор  линейно выражается через некоторую подсистему этой системы, то он будет линейно выражаться и через систему (7) - достаточно остальные векторы системы взять с коэффициентами, равными нулю. Обобщая эту терминологию, говорят, что система векторов
	,, …, 	(8)
линейно выражается через систему (7), если всякий вектор =1, 2, .... , является линейной комбинацией векторов системы (7). Докажем транзитивность этого понятия: если система (8) линейно выражается через систему (7), а система векторов
	,, …, 	(9)
линейно выражается через систему (8), то (9) будет линейно выражаться и через (7).
В самом деле,

но

Подставляя эти выражения в (10), получаем:

т. е. всякий вектор , =1, 2. …, . будет линейной комбинацией векторов системы (7). 
Определение. Две системы векторов называются эквивалентными, если каждая из них линейно выражается через другую. 
Из доказанной сейчас транзитивности свойства систем векторов линейно выражаться друг через друга вытекает транзитивность понятия эквивалентности систем векторов, а также следующее утверждение: если две системы векторов эквивалентны и если некоторый вектор линейно выражается через одну из этих систем, то он будет линейно выражаться и через другую.
Нельзя утверждать, что если одна из двух эквивалентных между собой систем векторов линейно независима, то этим же свойством обладает и другая система. Если же обе эти системы линейно не зависимы, то о числе векторов, входящих в них, можно сделать одно важное высказывание. Докажем сначала следующую теорему, которую ввиду ее роли в дальнейшем и для удобства ссылок назовем основной теоремой:
Если в  - мерном векторном пространстве даны две системы векторов:
(І) ,, …, ,
(ІІ),, …, 
из которых первая линейно независима и линейно выражается через вторую, то число векторов в первой системе не больше чем во второй, т. е
Доказательство.
Пусть, в самом деле,  > s. По условию, каждый вектор системы (І) линейно выражается через систему (II):
	=…+,
	=++…+,	(11)
	-----------------------------------
	=++…+ 
Коэффициенты этих линейных выражений составляют систему из  - мерных векторов:
=(,, …,),
=(, , ...,),
=(, , ...,),
Так как , то эти векторы линейно зависимы, т.е.
...0,
где не все коэффициенты , , ...,  равны нулю. Отсюда мы приходим к следующим равенствам между компонентами:

Рассмотрим теперь следующую линейную комбинацию векторов системы (1):
++...+
или, короче,

Используя (11) и (12), получаем:

это противоречит, однако, линейной независимости системы (1). Из доказанной сейчас основной теоремы вытекает следующий результат: 
Следствие. Всякие две эквивалентные линейно независимые системы векторов содержат равное число векторов.
Любые две максимальные линейно независимые системы -мерных векторов будут, очевидно, эквивалентными. Они состоят, следовательно, из одного и того же числа векторов, а так как существуют, как нам известно, системы такого рода, состоящие из   векторов, то мы получаем, наконец, ответ на поставленный ранее вопрос: всякая максимальная линейно независимая система векторов  - мерного векторного пространства состоит из  векторов.
Из полученных результатов можно вывести и другие следствия.
Следствие. Если в данной линейно зависимой системе векторов взяты две в ней максимальные линейно независимые подсистемы, т. е. такие подсистемы, к которым нельзя присоединить ни одного вектора нашей системы, не нарушая линейной независимости, то эти подсистемы содержат равное число векторов.
В самом деле, если в системе векторов
	,, …, ,	(13)
подсистема

будет максимальной линейно независимой подсистемой, то всякий из векторов , ...,  будет линейно выражаться через систему (14). С другой стороны, всякий вектор  из системы (13) линейно выражается через эту систему: достаточно взять при самом векторе  коэффициент 1, а при всех остальных векторах системы коэффициент 0. Теперь легко видеть, что системы (13) и (14) - эквивалентны. Отсюда следует, что система (13) эквивалентна всякой из своих максимальных линейно независимых подсистем, а поэтому все эти подсистемы эквивалентны между собой, т. е., будучи линейно независимыми, содержат по одному и тому же числу векторов. 
Определение. Число векторов, входящих в любую максимальную линейно независимую подсистему данной системы векторов, называется рангом этой системы. 
Определение. Базисом системы векторов называют максимальную линейно независимую подсистему данной системы векторов.
Используя это понятие, выведем еще одно следствие из основной теоремы.
Следствие. Пусть даны две системы n-мерных векторов:
	,, …, ,	(15)
	,, …, 	(16)
не обязательно линейно независимые, причем ранг системы (15) равен числу , ранг системы (16) -числу Если первая система линейно выражается через вторую, то  Если же эти системы эквивалентны, то 
В самом деле, пусть
	,, ..., 	(17)
и	,, ..., 	(18)
будут, соответственно, любые максимальные линейно независимые подсистемы систем (15) и (16). Тогда системы (15) и (17) эквивалентны между собой, и это же верно для систем (16) и (18). Из того, что система (15) линейно выражается через систему (16), вытекает теперь, что система (17) также линейно выражается через и систему (16), и поэтому и через эквивалентную ей систему (18), после чего остается, используя линейную независимость системы (17), применить основную теорему. Второе утверждение доказываемого следствия непосредственно вытекает из первого.
4.4 Ранг матрицы
Если дана некоторая система мерных векторов, то возникает естественный вопрос, является ли эта система векторов линейно зависимой или нет. 

Так как компоненты заданных векторов нам известны, то, считая неизвестными коэффициенты искомой линейной зависимости, мы получаем систему линейных однородных уравнений, которую и решаем методом Гаусса. 
Пусть дана матрица

содержащая  строк и  столбцов, причем числа  и  никак не связаны между собой. Столбцы этой матрицы, рассматриваемые как мерные векторы, могут, быть линейно зависимыми. Ранг системы столбцов, т. е. максимальное число линейно независимых столбцов матрицы , называется рангом этой матрицы.
Обобщим сначала на случай прямоугольных матриц понятие минора. Выбираем в матрице  произвольные  строк и  столбцов,  Элементы, стоящие на пересечении этих строк и столбцов, составляют квадратную матрицу го порядка, определитель которой называется минором го порядка матрицы . Докажем теперь следующую теорему о ранге матрицы: 
Наивысший порядок отличных от нуля миноров матрицы  равен рангу этой матрицы.
Доказательство. Пусть наивысший порядок отличных от нуля миноров матрицы  равен . Предположим, - что не нарушает общности доказательства, - что минор-го порядка , стоящий в левом верхнем углу матрицы
A,
отличен от нуля,≠0. Тогда первые  столбцов матрицы  будут между собой линейно независимыми: если бы между ними существовала линейная зависимость, то, так как при сложении векторов складываются соответствующие компоненты, между столбцами минора  существовала бы эта же линейная зависимость и поэтому минор  был бы равен нулю.
Докажем теперь, что всякий - й столбец матрицы  будет линейной комбинацией первых  столбцов. Берем любое , и строим вспомогательный определитель ()-го порядка
,
получающийся “окаймлением” минора  соответствующими элементами -го столбца и -й строки. При любом  определитель равен нулю. 
Рассмотрим алгебраические дополнения элементов последней строки определителя. Алгебраическим дополнением для элемента  служит, очевидно, минор . Если же , то алгебраическим дополнением для элемента  в будет число

оно не зависит от и поэтому обозначено через . Таким образом, разлагая определитель  по его последней строке и приравнивая его разложение нулю, так как  =0, мы получим:
,
откуда, ввиду ,

Это равенство справедливо при всеха так как его коэффициенты от не зависят, то мы получаем, что весь -й столбец матрицы  будет суммой ее первых  столбцов, взятых. соответственно, с коэффициентами  

Таким образом, в системе столбцов матрицы  мы нашли максимальную линейно независимую подсистему, состоящую из  столбцов. Этим доказано, что ранг матрицы  равен  т.е. доказана теорема о ранге.
Следующее правило вычисления ранга матрицы.
При вычислении ранга матрицы следует переходить от миноров меньших порядков к минорам больших порядков. Если уже найден минор k-го порядка , отличный от нуля, то требуют вычисления лишь миноры -го порядка, окаймляющие минор : если все они равны нулю, то ранг матрицы равен .
Пример. Найти ранг матрицы
.
Минор второго порядка, стоящий в левом верхнем углу этой матрицы, равен нулю. Однако в матрице содержатся и отличные от нуля миноры второго порядка, например
́́
Минор третьего порядка
,
окаймляющий минор  отличен от нуля, , однако оба минора четвертого порядка, окаймляющие минор  равны нулю:
,	.
Таким образом, ранг матрицы  равен трем.
Пример. Найти максимальную линейно независимую подсистему в системе векторов
,   
Составляем матрицу 

для которой данные векторы служат столбцами. Ранг этой матрицы равен двум: минор второго порядка, стоящий в левом верхнем углу, отличен от нуля, но оба минора третьего порядка, его окаймляющие, равны нулю. Отсюда следует, что векторы  составляют в заданной системе одну из максимальных линейно независимых подсистем. В качестве следствия из теоремы о ранге матрицы докажем утверждение, уже высказанное ранее: Максимальное число линейно независимых строк всякой матрицы равно максимальному числу ее линейно независимых столбцов. т. е. равно рангу этой матрицы.
Для доказательства транспонируем матрицу, т. е. сделаем ее строки столбцами, сохраняя их нумерацию. При транспонировании максимальный порядок отличных от нуля миноров матрицы не может измениться. Отсюда следует, что ранг новой матрицы равен рангу исходной матрицы; он равен, вместе с тем, максимальному числу линейно независимых столбцов новой матрицы, т. е. максимальному числу линейно независимых строк исходной матрицы.
Укажем еще одно важное следствие на теоремы о ранге матрицы.
Определитель n-го порядка тогда и только тогда равен нулю, если между его строками существует линейная зависимость.
Для вычисления ранга матрицы существует еще один метод, не связанный с теоремой о ранге и не требующий вычисления определителей. Изложим этот метод. 
Элементарными преобразованиями матрицы  называются следующие преобразования этой матрицы:
(a) перемена мест (транспозиция) двух строк или двух столбцов;
(b) умножение строки (или столбца) на произвольное отличное от нуля число;
(с) прибавление к одной строке (или столбцу) другой строки (столбца), умноженной на некоторое число.
Элементарные преобразования не меняют ранга матрицы. Действительно, если эти преобразования применяются, например, к столбцам матрицы, то система столбцов, рассматриваемых как векторы, заменяется эквивалентной системой. Докажем это лишь для преобразования (с), так как для (a) и (b) это очевидно. Пусть к му столбцу прибавляется й столбец, умноженный на число . Если столбцами матрицы до преобразования служили векторы
		(1)
то после преобразования столбцами матрицы будут векторы 
	,...,,	(2)
Система (2) линейно выражается через систему (1), а равенство
	
показывает, что система (1), в свою очередь, линейно выражается через (2).
Говорят, что матрица, содержащая  строк и  столбцов, имеет диагональную форму, если все ее элементы равны нулю, кроме элементов  , равных единице. Ранг этой матрицы равен, очевидно, .
Всякую матрицу можно элементарными преобразованиями привести к диагональной форме.
В самом деле, пусть дана матрица
.
Если все ее элементы равны нулю, то она уже имеет диагональную форму. Если же в ней есть элементы, отличные от нуля, то транспозицией строк и столбцов можно добиться того, чтобы элемент был отличен от нуля. Умножая затем первую строку на , мы превратим элемент  в единицу. Если мы вычтем теперь из го столбца, , первый столбец, умноженный на , то элемент, будет заменен нулем. Делая это преобразование со всеми столбцами, начиная со второго, а также со всеми строками, мы придем к матрице вида
	.
Совершая такие же преобразования с матрицей, остающейся в правом нижнем углу, и т. д., мы после конечного числа шагов придем к диагональной матрице, имеющей тот же ранг, что и исходная матрица . Таким образом, для нахождения ранга матрицы нужно элементарными преобразованиями привести эту матрицу к диагональной форме и подсчитать число единиц, стоящих в последней на главной диагонали.
4.5 Критерий совместности системы линейных уравнений 
Пусть дана система линейных уравнений
,
,

.
Прежде всего, следует решить вопрос о совместности этой системы. Для этой цели возьмем матрицу  из коэффициентов системы и «расширенную» матрицу А, полученную присоединением к А столбца из свободных членов,
 	
и вычислим ранги этих матриц. Легко видеть, что ранг матрицы  либо равен рангу матрицы  либо на единицу больше последнего. Вопрос о совместности системы линейных уравнений полностью решается следующей теоремой. 
Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений (1) тогда и только тогда совместна, когда ранг расширенной матрицы  равен рангу матрицы . 
Доказательство. 1. Пусть система (1) совместна и пусть , , ...,  будет одним из ее решений. Подставляя эти числа вместо неизвестных в систему (1), мы получим  тождеств, которые показывают, что последний столбец матрицы  является суммой всех остальных столбцов, взятых соответственно с коэффициентами, , ..., . Всякий другой столбец матрицы  входит и в матрицу  и поэтому линейно выражается через все столбцы этой матрицы. Обратно, всякий столбец матрицы  является столбцом и в , т. е. линейно выражается через столбцы этой матрицы. Отсюда следует, что, ранги матриц  и  равны между собой.
2. Пусть теперь дано, что матрицы  и  имеют равные ранги. Отсюда следует, что любая максимальная линейно независимая система столбцов матрицы  остается максимальной линейно независимой системой и в матрице . Таким образом, через эту систему, а поэтому и вообще через систему столбцов матрицы , линейно выражается последний столбец матрицы . Существует, следовательно, такая система коэффициентов, , ..., , что сумма столбцов матрицы , взятых с этими коэффициентами, равна столбцу из свободных членов, а потому числа , , ..., составляют решение системы (1). Таким образом, совпадение рангов матриц  и  влечет за собой совместность системы (1). Теорема полностью доказана.
4.6 Элементарные преобразования системы линейных уравнений. Приведение матрицы к ступенчатому виду. Решение системы линейных уравнений методом Гаусса.

Метод Гаусса или метод последовательного исключения неизвестных является самым доступным в плане нахождения решений систем уравнений с числовыми коэффициентами. Этот метод основан на следующей теореме:
Теорема 1. Если из обеих частей одного из уравнений, умноженного на некоторое число, вычесть другое уравнение системы, то полученная система уравнений будет эквивалентна исходной.
Доказательство очевидно, так как в полученной системе все уравнения будут совпадать с исходной системой, кроме одного уравнения, а это уравнение будет представлять собой разность двух уравнений, одно из которых умножено на число. Другими словами, если система имеет решение, то это же решение превратит преобразованное уравнение в тождество.
Следствие. Если к системе несколько раз применить рассмотренные преобразования, то получаемые системы будут равносильны исходной.
Сущность метода Гаусса состоит в том, что посредством рассмотренных преобразований, систему приводят к треугольному или трапецеидальному виду. В ходе преобразований могут получится уравнения, у которых в левых частях все нули, а правая часть отлична от нуля. Это уравнение не имеет смысла, а, следовательно, и исходная система будет несовместна. Если и в левой и правой частях получаются нули, то это уравнение исключается из системы, поскольку оно имеет место для любых значений переменных. Таким образом, в результате преобразований число уравнений может либо остаться прежним, либо уменьшиться, если система совместная.
Для получения треугольной или трапецеидальной системы поступают следующим образом. Предположим, что среди коэффициентов  при неизвестном  имеются числа, отличные от нуля. Пусть это будут , который назовем разрешающим элементом. 
Первое уравнение умножим на  и вычтем из второго уравнения, затем первое умножим на  и вычтем из третьего и т.д.
С помощью таких операций исключается неизвестное  из всех уравнений, кроме первого.
Аналогичным образом, из полученной системы исключают неизвестное  из всех уравнений, начиная с третьего и т.д. При этом мы будем отбрасывать уравнения с нулевыми значениями в правой и левой частях, а если получится уравнение с нулевой левой частью и отличной от нуля правой частью, то тем самым доказывается несовместность исходной системы. Для совместной исходной системы получим эквивалентную, число уравнений которой не больше, чем у исходной:

Коэффициенты  и  
Система (2) совместная, при  определенная, а при  неопределенная.
Если система определенная, то начиная с последнего уравнения по порядку находятся все неизвестные.
Если система неопределенная, то выбирают свободные неизвестные . Остальные неизвестные находят, начиная с последнего уравнения, снизу-вверх, через свободные неизвестные.
Таким образом, методом Гаусса можно решать любые системы линейных алгебраических уравнений. Система будет совместной, если в ходе преобразований не поучится уравнения с нулевой левой частью и отличной от нуля правой части. Если такого уравнения нет, то при  система имеет единственное решение, а при  будет неопределенной.
Если система линейных уравнений является однородной, то она всегда совместна, так как её решением будут нулевые значения:  Если в исходной системе число уравнений меньше числа неизвестных, то помимо нулевого решения однородная система имеет и ненулевые решения.



[bookmark: _GoBack]4.7 Однородная система линейных уравнений. Связь решений неоднородной и ассоциированной с ней однородной системы.

Применим результаты предшествующего параграфа к случаю системы линейных однородных уравнений:
	,
	,	(1)
	
	.
Из теоремы Кронекера-Капелли вытекает, что эта система всегда совместна, так как добавление столбца из нулей не может повысить ранга матрицы. Это, впрочем, видно и непосредственно - система (1) заведомо обладает нулевым решением (0, 0, ..., 0).
Пусть матрица  из коэффициентов системы (1) имеет ранг . Если , mо нулевое решение будет единственным решением системы (1); пpи  система обладает также решениями, отличными от нулевого, и для разыскания всех этих решений применяется тот же прием, как выше в случае произвольной системы уравнений. В частности, система  линейных однородных уравнений с  неизвестными тогда и только тогда обладает решениями, отличными oт нулевого, если определитель этой системы равен нулю. В самом деле, равенство нулю этого определителя равносильно утверждению, что ранг матрицы  меньше . Если в системе однородных уравнений число уравнений меньше числа неизвестных, то система непременно обладаем решениями, отличными от нулевого, так как ранг в этом случае не может быть равным числу неизвестных. Рассмотрим, в частности, случай системы, состоящей из  однородных уравнений относительно  неизвестных, причем предположим, что левые части этих уравнений между собой линейно независимы. Пусть

- матрица из коэффициентов этой системы; через  обозначим минор ()-го порядка, получающийся после вычеркивания из матрицы  ее-го столбца=1, 2,...,. Тогда одним из решений нашей системы будет система чисел

а всякое другое решение ему пропорционально.
Решения системы линейных однородных уравнений обладают следующими свойствами. Если вектор =(, , ..., ) является решением системы (1), то при любом числе  вектор , , ..., ). также будет решением этой системы.
Всякая линейная комбинация решений однородной системы (1) будет сама решением этой системы.
Всякая система -мерных векторов, состоящая более чем из  векторов, будет линейно зависимой. Отсюда следует, что из числа решений однородной системы (1), являющихся, как мы знаем, мерными векторами, можно выбрать конечную максимальную линейно независимую систему, максимальную в том смысле, что всякое другое решение системы (1) будет линейной комбинацией решений, входящих в эту выбранную систему. Всякая максимальная линейно независимая система решений однородной системы уравнений (1) называется ее фундаментальной системой решений. Еще раз подчеркнем, что n-мерный вектор тогда и только тогда будем решением системы (1), если он является линейной комбинацией векторов, составляющих данную фундаментальную систему. Понятно, что фундаментальная система будет существовать лишь в том случае, если система (1) обладает ненулевыми решениями, т. е. если ранг ее матрицы из коэффициентов меньше числа неизвестных. При этом система (1) может обладать многими различными фундаментальными системами решений. 
Справедлива следующая теорема: Если ранг  матрицы из коэффициентов системы линейных однородных уравнений (1) меньше числа неизвестных n, то всякая фундаментальная система решений системы (1) состоит из  решений.
Рассмотрим связи, существующие между решениями неоднородных и однородных систем. Пусть дана система линейных неоднородных уравнений:
	,
	,	(2)
	 
	.
Система линейных однородных уравнений:
	,
	,	(3)
	
	.
полученная из системы (2) заменой свободных членов нулями, называется приведенной системой для системы (2). Между решениями систем (2) и (3) существует тесная связь, как показывают следующие две теоремы.
І. Сумма любого решения системы (2) с любым решением приведенной системы (3) снова будем решением системы (2).
ІІ. Разность любых двух решений системы (2) служим решением для приведенной системы (3). 
Из этих теорем вытекает, что, найдя одно решение системы линейных неоднородных уравнений (2) и складывая его с каждым из решений приведенной системы (3), мы получим все решения системы (
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