РАЗДЕЛ 5. ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И ОПЕРАТОРЫ

Линейные отображения и линейные операторы векторных пространств, примеры, простейшие свойства. Ядро и образ линейного отображения.

Вспомним определение линейного пространства.
Определение. Множество  называется линейным пространством над R или вещественным линейным пространством, если выполняются следующие условия:
1)  для любых ;
2)  для любых 
3) во множестве  существует элемент 0, называемый нулевым элементом, такой, что  для любого ;
4) для каждого элемента  существует элемент (, называемый противоположным элементу , такой, что ;
5)  для любых  и любого;
6)  для любых  и любого ;
7)  для любого  и любых ;
8)  для любого .
Пусть  – линейное пространство размерности  – множество действительных чисел.
Определение. Отображение линейного пространства  в  (то есть в само себя) называется линейным оператором этого линейного пространства, если для любых   и любого выполняются следующие два условия:
1) ;
2) .
Замечание. Из второго условия определения линейного оператора и определения линейного пространства следует, что

Рассмотрим примеры линейных операторов.
Пример 1. Пусть  для любого  (0 – нулевой элемент линейного пространства ). Тогда для любых  и любого  


то есть отображение f является линейным оператором. Этот оператор называют нулевым оператором, будем обозначать его 0.
Пример 2. Пусть  для любого . Тогда для любых  и любого  


то есть отображение является линейным оператором. Этот оператор называют тождественным оператором, будем обозначать его .
Пример 3. Рассмотрим линейное пространство  (свободных векторов в пространстве). Пусть  – некоторое действительное число, отличное от нуля, и пусть  для любого . Тогда для любых  и любого  R 
)

то есть отображение  является линейным оператором. Этот оператор называют оператором подобия.
Введем понятие матрицы линейного оператора.
Пусть – линейный оператор линейного пространства ,  – некоторый базис этого пространства. Тогда любой вектор линейного пространства  линейно выражается через векторы . Следовательно,




Из коэффициентов в разложении векторов по базису  составим матрицу :

Эту матрицу называют матрицей линейного оператора в базисе
Замечание. Отметим, что в столбце с номером  матрицы  стоят координаты вектора  в базисе .
Соотношение (1) можно записать в матричном виде:

Пример 4. Найдём матрицу нулевого оператора  произвольного линейного пространства  в некотором базисе :

Тогда

Таким образом, нулевой оператор любого линейного пространства в любом базисе имеет нулевую матрицу.
Пример 5. Найдём матрицу тождественного оператора произвольного линейного пространства  в некотором базисе :




Тогда

Таким образом, тождественный оператор любого линейного пространства в любом базисе имеет единичную матрицу.
Итак, для каждого линейного оператора можно построить матрицу этого оператора в данном базисе. Оказывается, справедливо и обратное: любой матрице порядка  соответствует линейный оператор  –мерного линейного пространства, более того это соответствие взаимно однозначное.
Теорема 1. Существует взаимно однозначное соответствие между множеством линейных операторов  -мерного линейного пространства и множеством квадратных матриц порядка .
Ранг матрицы линейного оператора называют рангом линейного преобразования 
Определение. Ядром линейного отображения  называется множество таких векторов , которые отображаются в нулевой вектор пространства. 
Ядро будет линейным подпространством, а его размерность называют дефектом этого преобразования.
Определение. Если  – линейный оператор линейного пространства , то вектор  называют образом вектора  .
Определение. Образом линейного отображения или областью значений преобразования называется множество образов всех векторов . 
Имеют место теоремы.
Теорема. Размерность области значений линейного преобразования равна рангу этого преобразования.
Теорема. Для любого линейного преобразования  пространства  сумма ранга и дефекта этого преобразования равна размерности  всего пространства.
Пусть  – линейный оператор линейного пространства ,  – матрица этого оператора в некотором базисе .
Если  , то 

где ,  – координаты вектора  в базисе .
Найдем координаты ,   вектора  в этом же базисе. Обозначим через

Тогда

или

С другой стороны, из определения линейного оператора следует, что


Но из равенства (2) 

Следовательно,

Из равенств (3) и (4) получаем, что

откуда

или

Таким образом, имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Если  – матрица линейного оператора  в базисе , ,  –  координаты вектора  в базисе , ,  – координаты вектора  в базисе , то имеет место следующее соотношение

или

где

Рассмотрим следующий пример.
Пример 6. Пусть линейный оператор  в базисе  задан матрицей

Найдем  , если  . Согласно теореме 2,

тогда

Матрица линейного оператора относительно данного базиса, ее изменение при переходе к другому базису

Координаты вектора определены в данном базисе единственным образом. Но в другом базисе вектор будет иметь другие координаты. Связь между координатами вектора в различных базисах дает следующая теорема.
Теорема 3. Пусть , и – два базиса линейного пространства. Причем имеют место равенства:




Если вектор  имеет в базисе координаты, а в базисе  координаты, то справедливо равенство

где

Составленную таким образом матрицу T называют матрицей перехода от базиса  к базису .
Доказательство.
По условию     +…+. Тогда раскладывая векторы по базису , получим


Раскроем скобки и перегруппируем слагаемые:


Но по условию  , следовательно,




или в матричном виде .
Теорема доказана.
Найдём теперь матрицу перехода от базиса  к базису . Имеем . Тогда  , то есть  . Таким образом, если  – это матрица перехода от базиса к базису , то  – это матрица перехода от базиса к базису .
Матрица линейного оператора составляется из координат векторов, являющихся образами базисных векторов. Поэтому в разных базисах линейный оператор может иметь разные матрицы. Найдём, как меняется матрица линейного оператора при переходе от одного базиса к другому.
Лемма. Если для любого столбца

имеет место равенство  , где  – квадратные матрицы порядка , то  .
Доказательство.
Так как  для любого столбца  , то пусть

Тогда


Отсюда следует, что

то есть .
Проводя аналогичные рассуждения для столбцов

получаем равенство остальных элементов матрицы  соответствующим элементам матрицы  .
Лемма доказана.
Теорема 4. Если  – матрица линейного оператора  в базисе , то матрица  этого линейного оператора в базисе имеет вид:

где  – матрица перехода от базиса  к базису .
Доказательство.
Пусть  – произвольный вектор линейного пространства . Обозначим через и – столбцы координат векторов  и  соответственно в базисе , а через и  – столбцы координат этих векторов в базисе .
Тогда согласно теореме 3,	

и согласно теореме 2,

Из  и  получаем

Но , следовательно,
,
откуда
  .
Умножим полученное равенство на матрицу  слева:
   
Таким образом, имеем равенства
   и    B X  .
Из последнего полученного равенства и доказанной выше леммы получаем, что
.
Теорема доказана.
Найдём теперь матрицу перехода от базиса  к базису . Имеем . Тогда  , то есть  . Таким образом, если  – это матрица перехода от базиса к базису , то  – это матрица перехода от базиса к базису .

Собственные векторы и собственные значения линейного оператора. Характеристическое уравнение
Определение. Ненулевой вектор называется собственным вектором линейного оператора , если существует такое , что , при этом  называют собственным значением этого линейного оператора и говорят, что собственный вектор  относится к собственному значению .
Имеют место следующие теоремы.
Теорема 5. Собственный вектор линейного оператора относится к единственному собственному значению.
Доказательство.
Допустим, что собственный вектор  относится к собственным значениям  и . Тогда  , откуда , то есть ( ). Если то. Но  – собственный вектор, то есть ненулевой. Таким образом,   0. Следовательно, .
Теорема доказана.
Теорема 6. (свойство собственных векторов). Если ,   – линейно независимые собственные векторы линейного оператора , относящиеся к одному и тому же собственному значению , то любая нетривиальная линейная комбинация этих векторов является собственным вектором, относящимся к этому же собственному значению.
Доказательство.
Так как ,  – собственные векторы линейного оператора  относящиеся к собственному значению , то 
Пусть  – нетривиальная линейная комбинация векторов ,  , то есть – числа, не все равные нулю одновременно. Тогда так как векторы ,  – линейно независимы, то , причём, 


Следовательно,  – собственный вектор, относящийся к собственному значению .
Теорема доказана.
Теорема 7. Собственные векторы  линейного оператора  , относящиеся к различным собственным значениям, линейно независимы.
Доказательство.
Векторы  являются собственными векторами линейного оператора . Тогда  , причём из условия теоремы   .
Рассмотрим равенство

Векторы – линейно независимы, если это равенство возможно только при условии 0. Покажем, что . Подействуем линейным оператором  на левую и правую часть равенства (5):

(
(6)
1) Умножим равенство (5) на   и прибавим к (6). Тогда


По условию теоремы   0. Если   0, то из последнего равенства получаем Но  – собственный вектор, то есть ненулевой. Таким образом,  .
2) Умножим равенство (5) на   и прибавим к (6). Тогда


По условию теоремы 2 1  0 Если 2  0, то из последнего равенства получаем Но  – собственный вектор, то есть ненулевой. Таким образом, 
Теорема доказана.
Применяя метод математической индукции, можно доказать более широкое утверждение.
Теорема 8. Собственные векторы линейного оператора, относящиеся к его попарно различным собственным значениям, линейно независимы.
Рассмотрим понятие характеристического многочлена линейного оператора
Пусть  – линейный оператор,  – его матрица в некотором базисе . Пусть  – произвольное число,  – единичная матрица порядка .
Рассмотрим матрицу , её определитель


Заметим, что полученный определитель является многочленом степени  относительно .
Определение. Матрица  называется характеристической матрицей линейного оператора , а определитель – его характеристическим многочленом.
Теорема 9. Характеристический многочлен линейного оператора не зависит от выбора базиса, то есть является инвариантом линейного оператора.
Доказательство.
Пусть A – матрица линейного оператора в базисе ,  – матрица этого линейного оператора в базисе, T – матрица перехода от базиса  к базису . Надо доказать, что .
По теореме 4 . Используя определение обратной матрицы и свойства линейных операций над матрицами, получаем

     
Так как определитель произведения матриц равен произведению определителей каждого из сомножителей, то

Но  , следовательно, 

Теорема доказана.
Таким образом, характеристический многочлен линейного оператора определяется однозначно, независимо от того, в каком базисе была найдена его матрица.
Определение Уравнение  называют характеристическим уравнением линейного оператора , а корни этого уравнения –характеристическими корнями линейного оператора  .
Теорема 10. 1) Любое собственное значение линейного оператора  является его характеристическим корнем.
2) Любой вещественный характеристический корень линейного оператора  является его собственным значением.
Замечание. Для нахождения всех собственных значений линейного оператора достаточно найти все вещественные корни уравнения .
Покажем, как находятся все собственные векторы и собственные значения линейного оператора, рассмотрев следующий пример.
Пример. Линейный оператор  в базисе  задан матрицей

Для того чтобы найти собственные значения этого оператора, найдём его характеристические корни.

Это уравнение имеет два корня , которые и являются собственными значениями линейного оператора  Других собственных значений этот оператор не имеет.
1) Найдем все собственные векторы , относящиеся к   .
Пусть  – координаты вектора  – координаты вектора ) в базисе ,

Тогда . Но  – собственный вектор, относящийся к  следовательно, . Получаем


Для нахождения всех собственных векторов, относящихся к , достаточно найти все решения полученной системы.
Общим решением этой системы является , то есть любое решение имеет вид:

где 
Таким образом, собственными векторами, относящимися к  являются векторы , где Отметим, что условие  необходимо в связи с тем, что согласно определению собственными векторами являются только ненулевые векторы.
2) Найдем все собственные векторы , относящиеся к .
Аналогично предыдущему получаем
Пусть  – координаты вектора  – координаты вектора ) в базисе ,

Тогда  . Но  – собственный вектор, относящийся к  , следовательно,  . Получаем


Общим решением этой системы является , то есть любое решение имеет вид:

где 
Таким образом, собственными векторами, относящимися к  являются векторы  , где Отметим, что условие  необходимо в связи с тем, что согласно определению собственными векторами являются только ненулевые векторы.
Ранее уже было отмечено, что в различных базисах линейный оператор имеет различные матрицы.
Определение. Линейный оператор называется диагонализируемым, если существует базис, относительно которого его матрица является диагональной.
Оказывается, что не все линейные операторы являются диагонализируемыми.
Теорема 11. (критерий диагонализируемости линейного оператора). Линейный оператор является диагонализируемым тогда и только тогда, когда в линейном пространстве существует базис, каждый вектор которого является собственным вектором этого оператора.
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