РАЗДЕЛ 6. ОСНОВНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

Бинарная алгебраическая операция и её свойства. Нейтральные и симметричные элементы, их свойства
Сложение, вычитание, умножение чисел — это примеры бинарных операций. Двум числам каждая их этих операций ставит в соответствие третье число. С другой стороны, функции  или  бинарными операциями не являются, так как ставят в соответствие число не паре, а только одному числу. Дадим строгое определение. 
Пусть  непустое множество. Правило, которое каждой упорядоченной паре элементов (операндов) из  ставит в соответствие элемент из , называется бинарной алгебраической операцией (иногда бинарную алгебраическую операцию называют просто алгебраической) на множестве  (или над ). Иными словами, бинарная алгебраическая операция есть отображение

Для обозначения результата бинарной операции используют инфиксную форму записи, помещая символ операции между операндами:  В конкретных случаях операция может иметь специальные названия и обозначения, например, сложение «+», умножение «·» и т. п. В этом случае результат обозначается соответственно  и т. д. Для умножения знак операции часто совсем опускается. 
Результат операции может являться операндом для другой операции и т. д. Для указания порядка выполнения операций используют скобки. Например,

Здесь вначале вычисляютсяи Затем к результатам снова применяется операция ◦. Если скобки не стоят, то считаем, что операция действует слева направо. Заметим, что в общем случае результат зависит от того, как расставлены скобки.
Бинарная операция ◦ называется ассоциативной, если для любых  из 

Бинарная операция ◦ называется коммутативной, если для любых  из 

Элемент  из  называется нейтральным относительно бинарной операции ◦, если для любого  из 

Элемент  из  называется симметричным к  относительно бинарной операции ◦, если

Если  и для любых  из  элемент  также принадлежит , то говорят, что  замкнуто относительно операции ◦. Очевидно,  замкнуто относительно любой бинарной алгебраической операции, заданной над .
Пример 1. Рассмотрим операцию сложения чисел. Над  сложение — это бинарная алгебраическая операция, коммутативная и ассоциативная. Нейтральным элементом относительно этой операции является число 0 Для любого элемента  существует симметричный, называемый в данном случае противоположным и обозначаемый .
Сложение над множеством  по-прежнему является бинарной алгебраической операцией, коммутативной и ассоциативной, но уже не обладает нейтральным элементом. Сложение над множеством  является бинарной алгебраической операцией и теперь обладает нейтральным элементом , но симметричный (противоположный) элемент существует здесь только для  и ни для какого другого элемента.
Пример 2. Теперь рассмотрим умножение. Над  умножение — это бинарная алгебраическая операция, коммутативная и ассоциативная. Нейтральным элементом относительно этой операции является число 1 Над для любого ненулевого элемента  относительно операции умножения существует симметричный , называемый в этом случае обратным. Над обратный элемент существует только для  и . Над  только для .
Пример 3. Вычитание является бинарной алгебраической операцией, например, над каждым из следующих множеств: . Эта операция не является ни коммутативной, ни ассоциативной и не обладает нейтральным элементом. Над  вычитание не является бинарной алгебраической операцией, так как существуют натуральные числа , такие, что .
Пример 4. Деление не является бинарной алгебраической операцией ни над одним из множеств , так как не определена операция деления на . Ситуацию можно «спасти», если из этих множеств исключить  Пусть  некоторое (конечное или бесконечное) числовое множество. Обозначим через  множество его ненулевых чисел. Легко видеть, что деление является бинарной алгебраической операцией (некоммутативной и не ассоциативной и без нейтрального элемента) над  Однако не будет являться таковым для , так как существуют целые ненулевые числа , такие, что . По той же причине деление не является бинарной алгебраической операцией над .
Пример 5. На множестве  геометрических векторов плоскости и множестве  геометрических векторов пространства сложение векторов является бинарной алгебраической операцией. Эта операция коммутативна, ассоциативна и обладает нейтральным элементом — нулевым вектором, причем для любого вектора существует симметричный (противоположный). Скалярное произведение бинарной алгебраической операцией не является, так как каждой паре векторов ставит в соответствие число, а не вектор.
Пример 6. На множестве классов вычетов , где , определенные ранее операции сложения, вычитания и умножения являются алгебраическими бинарными операциями. Причем, легко видеть, что сложение и умножение — коммутативные и ассоциативные, а вычитание (при ) не ассоциативно и не коммутативно.
Если операция ассоциативна, то в выражениях вида (1) способ расстановок скобок не важен. Действительно, справедливы следующие утверждения:
Утверждение 1. (Обобщенная ассоциативность). Пусть  элементы множества , на котором задана ассоциативная операция ◦. Тогда для любого 

Доказательство.
Докажем свойство индукцией по . При  доказываемое равенство либо тривиально, либо представляет собой запись свойства ассоциативности. При  имеем


По предположению индукции

откуда получаем требуемое.
Утверждение 2. (Обобщенная коммутативность). Пусть  перестановка чисел  и  элементы из множества , на котором задана ассоциативная и коммутативная операция ◦. Тогда

Доказательство.
Свойство докажем индукцией по . При  доказываемое равенство
либо тривиально, либо представляет собой запись свойства коммутативности. Пусть  такое, что , тогда

Два раза используя предположение индукции и применяя ассоциативность, выводим

.
Откуда получаем требуемое.

Определение, примеры и простейшие свойства групп. Группы подстановок и классов вычетов
Определение. Непустое множество , с заданной на нем алгебраической операцией ∘, называется группой, если выполняются следующие условия (аксиомы):
1) операция ∘ ассоциативна на множестве ;
2) в  существует нейтральный элемент;
3) каждый элемент в  обладает симметричным элементом в .
Если, сверх того, операция всегда коммутативна, то группа называется коммутативной или абелевой.
Если алгебраическая операция является умножением, то группу называют мультипликативной группой. Тогда аксиомы можно определить следующим образом:
1) ассоциативность: для любых  из 

2) в  существует нейтральный элемент , который обозначают 1 и называют единичным или единицей, такой, что для любого  из 

3) для любого  из  существует симметричный элемент в , который обозначают  и называют обратным:

Если алгебраическая операция является сложением, то группу называют аддитивной группой. Тогда аксиомы можно определить следующим образом:
1) ассоциативность: для любых  из 

2) в  существует нейтральный элемент , который обозначают 0 и называют нулевым или нулем, такой, что для любого  из 

3) для любого  из  существует симметричный элемент в , который обозначают и называют противоположным:

Если множество  состоит из конечного числа элементов, то группа  называется конечной. Число элементов конечной группы  будет обозначать || и называть порядком этой группы. Если множество  бесконечно, то группу  называют бесконечной.
Рассмотрим некоторые примеры групп:
Пример 1.  −бесконечные аддитивные абелевы группы.
Пример 2 Множество классов вычетов , где  – конечная аддитивная абелева группа порядка .
Как известно, операция сложения ассоциативна и коммутативна; роль элемента  играет класс вычетов, состоящий из чисел, делящихся на ; для каждого класса вычетов существует противоположный класс вычетов.
Пример 3. =\{0},  = \{0}, =  \{0} – бесконечные мультипликативные абелевы группы.
Пример 4. Множество  подстановок степени  – конечная группа порядка ! относительно операции умножения подстановок. Группа  при  неабелева относительно операции умножения подстановок.
Эту группу называют симметрической группой подстановок -ой степени. 
Как известно, операция умножения подстановок есть алгебраическая операция, которая подчиняется ассоциативному закону, но не подчиняется коммутативному закону; роль элемента  играет единичная подстановка; для всякой подстановки существует обратная подстановка, получающаяся переменой мест верхней и нижней строк.
Отметим некоторые свойства элементов группы.
Свойство 1. В группе имеется единственный единичный элемент и для каждого элемента существует единственный обратный.
Свойство 2. Для любых  из  имеют место равенства:

Пусть  . Обозначим  Несложно показать, что для любых 


Свойство 3. В группе уравнение  имеет единственное решение.
Подгруппы. Смежные классы и теорема Лагранжа
Определение. Подмножество  группы  называется подгруппой этой группы, если оно само является группой относительно операции, определенной в группе  и пишут . 
Если то подгруппу  называют собственной и пишут 
Очевидно, что не всякое подмножество элементов группы является группой. Например, множество всех целых чисел является аддитивной абелевой группой, его подмножество четных чисел будет собственной подгруппой, а множество нечетных чисел не является группой.
Сформулируем критерий для проверки того, что является ли подмножество  группы  подгруппой этой группы:
Теорема. Пусть подмножество группы . Подмножество  является подгруппой группы  тогда и только тогда, если выполнены следующие условия:
1) для любых  из  следует, что 
2) подмножество  вместе со всяким своим элементом содержит и его обратный элемент.
В качестве примера можно привести множество всех невырожденных квадратных матриц относительно операции умножения матриц. Подгруппой будет являться подмножество квадратных матриц с определителем равным единицы.
Определение. Пусть − группа,∈. Если существует натуральное число , что

причем является наименьшим натуральным числом с таким свойством, то  называют порядком элемента  и обозначают:. 
Если такого  не существует, то  называют элементом бесконечного порядка и обозначают:. Полагаем, что 
Элементы второго порядка в группах называют инволюциями.
Определение. Пусть − группа,∈. Если любой другой элемент этой группы можно записать в виде, ∈ Z, то говорят, что данная группа является циклической группой, порожденной элементом  и записывают

Сам элемент  называется порождающим или образующим элементом группы .
Рассмотрим примеры циклических групп.
1) = {−1, 1} = 〈−1〉  мультипликативная циклическая группа порядка 2;
2)=– мультипликативная бесконечная циклическая группа.
Мы дали определение циклической группы для мультипликативных групп. Однако, его можно переформулировать для аддитивных групп, если рассматривать кратные некоторого элемента, полагая

Рассмотрим примеры циклических групп.
1) = = 〈1〉  аддитивная бесконечная циклическая группа;
2) = =〈〉  аддитивная циклическая группа порядка 
Определение. Пусть . Левый смежный класс элемента по  это , правый , где } для  (вместо одного элемента подразумевается множество из этого элемента).  —множество всех левых смежных классов по —правых.
Замечание. Для любых  Значит, левые (правые) смежные классы— разбиение . 
Утверждение. Пусть . Тогда∶  равномощно .
Доказательство.
Построим биекцию−  . Заметим, что

а тогда  корректно определено и является отображением из  в . Биективность следует из существования .
Замечание. Отображение  не всегда корректно определено.
Определение. Если то индексом  называется 

Теорема Лагранжа. Для конечной группы

Следствие.  делит , и для любого : делит

Изоморфизмы и гомоморфизмы групп

Определение. Биекция   , сохраняющая операцию

называется изоморфизмом групп . Если он существует, то  изоморфны (
Например, аддитивные группы целых чисел и четных чисел изоморфны между собой, хотя вторая группа является частью первой: всякому целому числу  ставится в соответствие четное число 
Теорема. Все бесконечные циклические группы изоморфны между собой; изоморфны между собой также все конечные циклические группы данного порядка 
Определение. Отображение   , ставящее в соответствие каждому элементу  из  однозначно определенный элемент , называется гомоморфным отображением  на  или просто гомоморфизмом, если всякий элемент из  служит при этом отображении образом некоторого элемента  из , и если для любых элементов

Очевидно, что, потребовав дополнительную взаимную однозначность отображения , мы получим уже известное определение изоморфизма.
Теорема. Если  гомоморфизм группы  на  и  и  соответственно единица и произвольный элемент группы , единица группы , то 


Доказательство.
Действительно, если 

и  произвольный элемент группы , то в  существует такой элемент , что  Отсюда

и, следовательно, 
С другой стороны, если 

то 

и, аналогично,

откуда 
Теорема доказана.

Определение, примеры и простейшие свойства колец

Определение. Пусть  – некоторое множество с двумя определенными в нем алгебраическими операциями, обозначаемые знаками «+» и «». Множество  называется кольцом по отношению к операциям сложения и умножения, если удовлетворяются следующие условия:
. Сложение подчиняется коммутативному (переместительному) закону: для любых элементов  множества 
. Сложение и умножение подчиняются ассоциативному (сочетательному) закону:  для любых элементов  из 
. Имеет место обратимость сложения, т.е. для любых элементов  из  уравнение разрешимо в  
. Выполняется дистрибутивный (распределительный) закон: 
для любых элементов  из 
Если коммутативный закон имеет место и для операции умножения:  для любых элементов  из то кольцо  называется коммутативным.
Из определения кольца можно сделать следующие выводы:
1.Условие  имеет место для нескольких элементов кольца . 
Под суммой  элементов понимают сумму - го элемента с -ым элементом:

при этом во всякой сумме скобки можно расставлять произвольно ( .
Аналогично определяется умножение  элементов, под которым понимают произведение - го элемента на -ый элемент:

и во всяком произведении  элементов (  скобки можно расставлять произвольно, сохраняя порядок следования сомножителей, что следует из ассоциативности умножения.
Так как сложение коммутативно, то порядок следования слагаемых не является существенным, а при умножении в некоммутативном кольце это существенно.
Для кольца вводят понятие целой положительной степени:

Нетрудно проверить, что для целых положительных степеней элементов кольца справедливы обычные правила действий со степенями:

аналогично, 
Аналогично имеем, что

В случае коммутативного кольца имеем

2.Посмотрим, что даёт условие 
Пусть  – некоторый элемент кольца  Согласно условию  можно подобрать такой элемент , что 

Покажем, что для любого элемента  кольца 

т.е. элемент  ведет себя аналогично числу 0 при арифметическом сложении. Для этой цели подбираем элемент  из , удовлетворяющий уравнению :

Прибавляя к обеим частям равенства (1) элемент  и пользуясь коммутативным и ассоциативным законами: получаем:

или в силу (2):

Определение. Назовем элемент  кольца  нулем, если  для любого элемента  кольца 
Покажем, что для найденного выше , другого нуля в  не существует. В самом деле, так как  является нулем, то  Но с другой стороны, и  есть нуль, значит,  Отсюда видно, что 
Единственный нуль кольца  принято обозначать через 0. 
Далее рассмотрим уравнение

где  –произвольный элемент кольца. Оно имеет единственное решение. Действительно, пусть  – два корня уравнения (3), т.е.

Прибавляя к обеим частям первого равенства (4) элемент , получаем:

Но с другой стороны,

Сравнивая равенства (5) и (6), получаем 
Единственное решение уравнения (3) обозначается через ( и называется элементом, противоположным 
Решением уравнения  является  откуда следует, что 
Перейдем теперь к решению уравнения

Если к обеим частям этого уравнения прибавить  то в результате получится единственное решение:

которое принято обозначать через  и называть разностью элементов  
Таким образом, в кольце  вычитание всегда однозначно выполнимо. Очевидно, что

Кроме нуля, в кольце может существовать элемент, называемый единицей.
Определение. Единицей кольца  называется такой элемент  для которого , каково бы не было из .
Кольцо может обладать только единственной единицей. Действительно, пусть  – другая единица кольца. Так как  – единица, то . но с другой стороны,  – также единица кольца, откуда  Сравнивая равенства, получим  
В кольце с единицей можно ввести понятие нулевой степени:  В результате в кольце с единицей существуют степени с целыми неотрицательными показателями, для которых справедливы вышеупомянутые правила действия со степенями.
4.Рассмотрим условие 
Дистрибутивный закон имеет место и для  элементов:


Доказать это можно методом математической индукции.
Дистрибутивный закон имеет место и для вычитания:

для любых элементов  из 
Докажем первое равенство, второе выводится аналогичным образом.
По определению разности имеем:

Умножая обе части слева на , получаем:

Затем применяем дистрибутивный закон:

Откуда

Из равенства (7) нетрудно убедиться, что произведение двух элементов равно нулю, если равен нулю один из элементов:


Однако обратное не всегда верно. Если произведение равно нулю, то для некоторых колец сомножители могут и не равняться нулю:
при
Вернемся к равенствам (7) и покажем, что для кольца верны обычные правила знаков при умножении:



Итак, мы установили, что для колец сохраняются многие законы обычной алгебры.
Подкольцо и идеалы кольца

Пусть  – кольцо и ∅ ≠  ⊆ . Если  является кольцом относительно тех же операций, которые заданы на , то его называют подкольцом кольца .
Теорема (критерий подкольца). Пусть  – кольцо и ∅ ≠  ⊆  Тогда  является подкольцом в  тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
(1) для любых ∈: + (−) ∈ ;
(2) для любых ∈: ∈ 
Определение. Пусть – ассоциативно-коммутативное кольцо с единицей. Если существует натуральное число :

причем  наименьшее с таким свойством, то  называют характеристикой кольца . Обозначается: 
Если такого числа не существует, то говорят, что данное кольцо имеет характеристику 0.
Рассмотрим некоторые примеры колец.
1)Числовые множества  − коммутативные и ассоциативные кольца с единицей относительно обычных операций + и ∙ без делителей нуля.
Так как  ∈ ⟹ ≠ 0, то все числовые кольца имеют характеристику 0
2) Множество четных чисел – коммутативное и ассоциативное кольцо без единицы и без делителей нуля, имеет характеристику равную нулю.
3) Множество классов вычетов , где  – коммутативное и ассоциативное кольцо с единицей,
Определение. Непустое подмножество  элементов кольца  называется идеалом этого кольца, если:
(1) для любых 
(2) для любого , : 
Множества {0} и  являются идеалами кольца . Эти идеалы называют тривиальными.
Из определения вытекает, что любой идеал кольца  является подкольцом в  (в этом несложно убедиться, используя критерий подкольца). Обратное утверждение неверно.
Теорема. Пусть − ассоциативно-коммутативное кольцо с единицей, ,…, ∈ . Тогда множество

является идеалом кольца.
Определение. Идеал

называется идеалом, порожденным элементами,…,, и обозначается 

Поле как частный случай кольца: примеры и простейшие свойства

Определение. Полем называют коммутативное кольцо , в котором существует по меньшей мере один элемент, отличный от нуля, и в котором уравнение  разрешимо для любых элементов  из (выполнимость деления).
Поле, кроме нуля и противоположных элементов, обладает ещё единицей и обратными элементами.
Пусть  некоторый элемент поля. По определению поля всегда можно подобрать такой элемент , что 

Очевидно, что  В противном случае, получим  что противоречит условию 
Покажем, что  является единицей поля, т.е. для любого элемента  имеем

Для доказательства подберем из поля элемент , удовлетворяющий равенству

и затем умножим обе части этого равенства на . Тогда, пользуясь ассоциативным и коммутативным законами, получим

или в силу равенств (1) и (2):  А так как поле есть коммутативное кольцо, то и 
Рассмотрим теперь уравнение

где  произвольный элемент поля . Оно имеет единственное решение, в чем легко убедиться следующим образом. Допустим, что уравнение (3) имеет не одно, а два решения:  и . Тогда


Умножим обе части равенства (4) на :

Но, с другой стороны, в силу равенства (5)

откуда 
Единственное решение уравнения (3) принято обозначать через  или  и называть элементом, обратным относительно  Заметим дополнительно, что  это следует из того, что решением уравнения  является 

Перейдем к общему случаю: ,  Если обе части этого уравнения умножить на , то получится единственное решение

которое обычно записывается в виде дроби . Имеют место обычные операции над дробями.
Кроме целой неотрицательной степени, для элементов поля можно ввести и отрицательную степень, а именно: если , то под степенью (целое положительное число) понимают 
Имеют место правила действия со степенями.
Теорема. Если произведение  элементов  поля Р равно нулю, то по меньшей мере один из сомножителей  равен нулю, другими словами, поле не содержит делителей нуля.
Доказательство.
Пусть  Тогда, умножив обе части равенства  на 1/, получим 
Обобщая все сказанное, можно заключить, что множество является полем, если выполняются следующие аксиомы:
1. Закон ассоциативности относительно сложения;
2. Существование нулевого элемента;
3. Существование противоположного элемента;
4. Закон коммутативности относительно сложения;
5. Закон ассоциативности относительно умножения;
6. Существование единичного элемента;
7. Существование обратного элемента;
8. Закон коммутативности относительно умножения;
9. Закон дистрибутивности умножения относительно сложения.
Поле комплексных чисел. Алгебраическая форма комплексного числа. Свойства операции комплексного сопряжения.
Пусть  декартов квадрат поля действительных чисел, т.е. 

множество упорядоченных пар действительных чисел. Определим на этом множестве две внутренние бинарные алгебраические операции – сложение и умножение по следующим правилам:  положим по определению
1. 
2. 
Очевидно, что сумма и произведение двух пар из  снова есть пара из , так как сумма, произведение и разность действительных чисел есть действительные числа. Таким образом, поле. 
Доказательство.
Последовательно проверяем выполнение всех девяти аксиом поля. 
1. Закон ассоциативности относительно сложения: 

Пусть  Тогда по определению сложения пар
 
и

С другой стороны 

и

Так как  поле, то сложение действительных чисел подчиняется закону ассоциативности и поэтому 
 и .
Отсюда следует равенство пар 

а отсюда следует, в свою очередь, равенство  

ч. т. д.
2. Существование нулевого элемента: 

Обозначим , где нулевой элемент поля действительных чисел, т.е. число нуль. Пусть произвольная пара из . Тогда по определению сложения пар 

Следовательно,  и пара  есть нулевой элемент относительно операции сложения, существование которого и требовалось доказать.
3. Существование противоположного элемента:

Пусть  произвольная пара из . Покажем, что 
 .
Действительно, по определению сложения пар имеем:

и
.
Отсюда следует равенство 

ч. т. д.
4. Закон коммутативности относительно сложения: 
 .
Пусть две произвольные пары. Тогда по определению сложения пар имеем:
 
и
.
Т.к.  поле, то в нем выполняется закон коммутативности сложения и
, ,
откуда следует равенство пар 
,
ч. т. д.
5. Закон ассоциативности относительно умножения:

Пусть  Тогда по определению умножения пар 
 
и






В результате получились равные пары. Следовательно, 
,
ч. т. д.
6. Существование единичного элемента:

Положим по определению  и покажем, что единичный элемент относительно умножения. Пусть . Тогда по определению умножения пар 

.
Таким образом,

ч. т. д.
7. Существование обратного элемента:

Пусть , т.е. числа  одновременно не равны нулю, а значит . Положим по определению 

и покажем, что этот элемент удовлетворяет равенству 
Действительно, по определению умножения пар 




Таким образом, мы проверили выполнение равенства 

ч. т. д.
8. Закон коммутативности относительно умножения: 

Пусть две произвольные пары. Тогда по определению умножения пар 

.
Так как  поле, то умножение и сложение действительных чисел подчиняется закону коммутативности и , , откуда следует равенство 
,
ч. т. д.
9. Закон дистрибутивности умножения относительно сложения:

Пусть   Тогда по определению сложения и умножения пар 



Здесь мы воспользовались законом дистрибутивности умножения относительно сложения, которому подчиняются действительные числа. Аналогично,

и

.
Отсюда мы видим, что 
Для доказательства второго закона дистрибутивности воспользуемся только что доказанным законом дистрибутивности и законом коммутативности относительно умножения, который мы тоже уже доказали:
 
ч. т. д.
Поле  называется полем комплексных чисел, а его элементы – упорядоченные пары действительных чисел, называются комплексными числами. 
Два вещественных числа и  называют упорядоченной парой чисел, если указано, какое из этих чисел является первым, а какое – вторым. Упорядоченную пару будем записывать следующим образом: .
Комплексным числом  называется упорядоченная пара вещественных чисел , где число  называют действительной частью числа  , а число  мнимой частью числа . Множество комплексных чисел обозначают .
Два комплексных числа  и  называются равными, если у них совпадают соответственно действительная и мнимая части, т.е.  
Суммой комплексных чисел  и  называется комплексное число .
Разностью комплексных чисел  и  называется комплексное число которое при сложении с числом  дает число  . Нетрудно убедиться, что .
Произведением комплексных чисел  и  называется комплексное число .
Свойства сложения и умножения комплексных чисел аналогичны свойствам сложения и умножения вещественных чисел:
1.  - переместительное свойство сложения.
2.  - сочетательное свойство сложения.
3.  - переместительное свойство умножения.
4.  - сочетательное свойство умножения.
5.  - распределительное свойство умножения.
Рассмотрим подробнее числа вида , т.е. такие числа, у которых мнимая часть равна нулю. При сложении и умножении двух таких чисел получаются также числа вида :


т.е. такие числа при сложении и умножении ведут себя как вещественные. Это позволяет отождествлять комплексное число  с вещественным числом  и считать множество вещественных чисел  подмножеством множества косплексных чисел .
Комплексные числа вида  называют чисто мнимыми. Обозначим число, называемое мнимой единицей: . Заметим, что

т.е.  ⇒ . 
Таким образом, любое комплексное число можно представить в виде  Такое представление комплексного числа называется его алгебраической формой.



Число  называют комплексно-сопряженным к числу .
Частным комплексных чисел  называется такое комплексное число , которое при умножении на  дает : . Итак, 

Для того, чтобы представить это число в алгебраической форме, нужно избавиться от мнимой единицы в знаменателе. Это можно сделать, умножив числитель и знаменатель на число, комплексно-сопряженное к знаменателю:


Рассмотрим свойства операции комплексного сопряжения:
1.Сумма и произведение сопряженных комплексных чисел являются действительными числами.
Действительно,


2.Число, сопряженное с суммой двух чисел, равно сумме чисел, сопряженных со слагаемыми:

Это следует из равенства

3.Число, сопряженное с произведением двух чисел, равно произведению чисел, сопряженных с сомножителями:

Это следует из равенства

4.Справедливы формулы


Непосредственная проверка показывает справедливость этих равенств.
Геометрическое представление комплексного числа. Тригонометрическая форма комплексного числа
Каждому комплексному числу  можно поставить в соответствие точку  на плоскости в правой декартовой системе координат  (или вектор , отложенный от начала отсчета). 
[image: ]
Рис.1. Изображение комплексного числа на плоскости
Вещественным числам соответствуют точки оси , которая называется вещественной осью. Чисто мнимым числам соответствуют точки оси , которая называется мнимой осью. Точка  на плоскости может быть задана не только своими декартовыми координатами, но и полярными координатами  и . Вещественное число  называется модулем комплексного числа : 
,
а вещественное число  называют аргументом числа : . Т.к. 
,
то комплексное число  можно записать в виде 
.
Эта форма записи комплексного числа называется тригонометрической. Для точки на плоскости угол  определен с точностью до  Поэтому различают главное значение аргумента  или  и многозначный аргумент  Для определения  используют формулу 

учитывая в какой четверти лежит .

Действия над комплексными числами в тригонометрической форме. Формула Муавра 
Теорема 1. При умножении комплексных чисел 
 и 
их модули перемножаются, а аргументы складываются:
.
Доказательство.





.
Теорема 2. При делении комплексных чисел 
 и 
их модули делятся, а аргументы вычитаются:

Доказательство.






Из формулы  следует, что . Эта формула называется формулой Муавра. Она показывает, что при возведении комплексного числа в целую положительную степень, модуль возводится в эту степень, а аргумент умножается на показатель степени.
Извлечение корней из комплексных чисел
Невозможно однозначно извлечь корень из комплексного числа, поскольку он имеет число значений, равное его степени. 
Начнем с извлечения квадратного корня из числа  Предположим, что такое число существует:

Из равенства

следует

Возводя в квадрат обе части каждого из равенств, а затем складывая их, получим

откуда

знак положительный, так как левая часть положительна, как сумма квадратов действительных чисел. Тогда получаем


Находим два значения для , отличающиеся знаками и два значения для . Полученные значения нужно комбинировать, учитывая равенство 
Таким образом, будет две пары комбинации значений  Эти числа отличаются друг от друга знаком.
Извлечение корня из комплексного числа в алгебраической форме более высокой степени весьма затруднительно. Удобнее пользоваться тригонометрической формой комплексного числа.
Пусть нужно извлечь корень -й степени из числа 
Корнем й степени из комплексного числа называется такое комплексное число, -я степень которого равняется подкоренному числу, т.е.

если 
.
Т.к. у равных комплексных чисел модули должны быть равны, то 

откуда 
,
а аргументы могут отличаться на число, кратное , т.е. 

или

Таким образом, 

Придавая  значения , получим  различных значений корня. Для других значений  аргументы будут отличаться на число, кратное , и, следовательно, получатся значения корня, совпадающие с рассмотренными.
Особенно важен случай извлечения корня -й степени из числа 1. Этот корень имеет  значений:

Действительные значения корня -й степени из числа 1 получаются при  при четном , и приеслинечетное. На комплексной плоскости корни -й степени из единицы расположены на окружности единичного круга и делят её на  равных дуг; одной из точек деления служит число 1. Отсюда следует, что те из корней, которые не являются действительными, расположены симметрично относительно действительной оси, т.е. попарно сопряжены.
Квадратный корень из единицы имеет два значения: и , корень четвертой степени имеет четыре значения:   В дальнейшем понадобятся значения корня третьей степени из единицы. Это будут числа вида

Кроме самой единицы, будут сопряженные между собой числа:


Отметим основные свойства корня -й степени из числа 1:
1.Все значения корня -й степени из комплексного числа  можно получить умножением одного из этих значений на все корни -й степени из числа 1.
Действительно, пусть  будет одно из значений корня -й степени из числа , т.е. , а  произвольное значение корня из единицы, т.е.  Тогда

Умножая  на каждый из корней -й степени из единицы, получим  различных значений корня -й степени из числа 
2.Произведение двух корней -й степени из единицы само есть корень -й степени из единицы.
Действительно, если  то 
3.Число, обратное корню -й степени из единицы, само есть такой же корень.
В самом деле, пусть  Тогда из  следует  т.е. 
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