Раздел 7. Теория многочленов
Теория многочленов
1. Кольцо многочленов от одной неизвестной. Степень многочлена и ее свойства.
2. Многочлены над полем: деление с остатком, НОД многочленов, разложение многочлена на неприводимые множители.
3. Теорема Безу. Схема Горнера. Многочлены над областью целостности: количество корней, функциональное и алгебраическое равенство многочленов.
4. Формальная производная многочлена и кратные корни.
5. Основная теорема алгебры. Разложение многочлена над полем комплексных чисел на неприводимые множители.
6. Теорема Виета.
7. Решение уравнений 3-й и 4-й степени.
8. Неприводимые многочлены над полем действительных чисел.
9. Нахождение рациональных корней многочлена с целыми коэффициентами.
10. Неприводимые многочлены над полем рациональных чисел.
11. Алгебраические и трансцендентные числа
12.. Алгебраические расширения полей. Избавление от алгебраической иррациональности в знаменателе дроби. Примеры геометрических задач, сводящихся к уравнениям, неразрешимым в квадратных радикалах.
13. Построение кольца многочленов от нескольких переменных.
14. Симметрические многочлены.
15. Применение симметрических многочленов к решению систем уравнений.

7.1 Кольцо многочленов от одной неизвестной. Степень многочлена и ее свойства
Определение. Многочленом (полиномом)  степени ( – некоторое целое положительное число) от неизвестного  называется выражение:

где коэффициенты ,произвольные комплексные числа, причем старший коэффициент 
Для сокращенной записи многочлены будем обозначать т.д. 
Отметим, что помимо записи (1) будем пользоваться и другой записью многочлена  по возрастающим степеням неизвестного:

Существуют многочлены  степени для любого натурального значения . Отличные от нуля комплексные числа считаются многочленами нулевой степени. Число нуль единственное число, степень которого не определена.
Определение. Два многочлена  считаются равными, если равны их коэффициенты при одинаковых степенях неизвестного.
Как видно, на многочлен  степени можно смотреть как на некоторое формальное выражение, определяемое набором своих коэффициентов. Кроме того, многочлен можно рассматривать и как комплексную функцию комплексного переменного и учесть, что две функции считаются равными в том случае, если равны их значения при всех значениях переменного. Таким образом, мы получили алгебраическую и функциональную точку зрения на многочлен.
Определим операции над многочленами с комплексными коэффициентами. Пусть заданы многочлены:


Определение. Суммой двух многочленов  при  называют многочлен:

коэффициенты которого получаются сложением коэффициентов многочленов , стоящих при одинаковых степенях неизвестного, т.е.

Степень суммы будет равна , а при  может случайно быть меньше, чем , в случае .
Определение. Произведением многочленов  называют многочлен:

коэффициенты которого получаются следующим образом:

Степень произведения двух многочленов равна сумме степеней этих многочленов. Отсюда следует, что произведение многочленов, отличных от нуля, никогда не будет равным нулю.
Свойства операций сложения:
1.Закон коммутативности сложения:

2. Закон ассоциативности сложения:

Справедливость этих свойств следует из справедливости этих свойств для сложения чисел, так как складываются коэффициенты при неизвестных для каждой степени.
Для многочленов выполнима операция вычитания, при этом роль нуля играет число нуль, которое мы включили в число многочленов, а противоположным для многочлена (2) будет многочлен 

Свойства операции умножения:
1.Закон коммутативности умножения:

2. Закон ассоциативности умножения:

3. Закон дистрибутивности:

Справедливость этих равенств следует из коммутативности, ассоциативности, дистрибутивности чисел и того факта, что при выполнении этих операций используются коэффициенты многочленов согласно определению операций сложения и умножения многочленов.
Роль единицы при умножении многочленов играет число 1, являющееся многочленом нулевой степени. 
Для умножения многочленов не существует обратная операция  деление, если степень многочлена  Это следует из равенства:

так как если бы существовал обратный многочлен, степень левой части была бы не меньше , в то время как степень правой части равна нулю.
Таким образом, множество многочленов от одного неизвестного с произвольными коэффициентами, является коммутативным кольцом, поскольку в нем определены две операции – сложение и умножение, обе коммутативные и ассоциативные, а также связанные законом дистрибутивности, причем сложение обладает обратной операцией – вычитанием.
7.2 Многочлены над полем: деление с остатком, НОД многочленов, разложение многочлена на неприводимые множители
Система всех многочленов с комплексными коэффициентами напоминает систему целых чисел. Как и для целых чисел существует алгоритм деление с остатком.
Теорема. Для любых двух многочленов  можно однозначно найти такие многочлены , что 

где степень меньше степени 
Доказательство.
Пусть 


Если , то можно положить  Если же , то воспользуемся тем же методом, как при делении многочленов с действительными коэффициентами. Положим

Получили многочлен, степень которого меньше  Обозначим эту степень через а старший коэффициент многочлена  – через . Если , то строим многочлен

Обозначим степень многочлена  через  , а старший коэффициент через  . Если , то положим

и т.д.
Так как степени многочленов  убывают, то после конечного числа шагов мы дойдем до многочлена, степень которого меньше s:

Процесс останавливается. Складывая почленно равенства для многочленов , получим:

Имеем


т.е. многочлены, удовлетворяющие равенству (1), причем степень многочлена  меньше степени многочлена  
Докажем теперь однозначность этих многочленов методом от противного, предположив, что существует еще одна пара многочленов , удовлетворяющих равенству (1):

Приравнивая правые части равенств (1) и (2), получим

Степень правой части последнего равенства меньше степени  а степень левой части была бы при  больше или равна степени  Поэтому должно быть  т.е. , и, соответственно, , что и требовалось доказать.
Многочлен  называют частным от деления многочлена , а остатком от этого деления. 
Если многочлены  являются многочленами с действительными коэффициентами, то коэффициенты частного и остатка также будут действительными, ввиду действительности коэффициентов многочленов 
Определение. Если остаток от деления многочленов  с комплексными коэффициентами равен нулю, то говорят, что делится (или нацело делится) на многочлен . Многочлен  называют делителем многочлена 
Теорема. Многочлен тогда и только тогда будет делителем многочлена, если существует многочлен, удовлетворяющий равенству:

Доказательство.
Если  является делителем для, то в качестве нужно взять частное от деления на 
Обратно, пусть многочлен , удовлетворяющий равенству (3), существует. Из доказанной в предыдущем разделе теореме:

в нашем случае частное от деления  равно  а остаток равен нулю.
Если равенство (3) имеет место, то  также является делителем многочлена . Очевидно, что степень многочлена  не больше степени 
Если многочлены  имеют оба рациональные или действительные коэффициенты, то и многочлен будет иметь рациональные или, или соответственно действительные коэффициенты.
Определение. Многочлен  называют общим делителем многочленов  и , если он служит делителем для каждого из этих многочленов. 
К числу общих делителей многочленов  и  относятся все многочлены нулевой степени. 
Определение. Если многочлены  и  не имеют общих делителей, отличных от многочленов нулевой степени, то их называют взаимно простыми.
Определение. Наибольшим общим делителем отличных от нуля многочленов  и  называется такой многочлен  который является их общим делителем и, вместе с тем, сам делится на любой другой общий делитель этих многочленов.
Наибольший общий делитель будем обозначать:

Наибольший общий делитель двух многочленов находят по алгоритму последовательного деления или алгоритму Евклида.
Суть алгоритма Евклида состоит в следующем. Многочлен  делим на  и получаем в остатке некоторый многочлен  Далее делим  на в остатке получаем многочлен . Затем  делим на  и т.д. Степени остатков будут уменьшаться и на некотором шаге произойдет деление нацело. Последний, отличный от нуля остаток и будет наибольшим общим делителем многочленов.
Для доказательства запишем изложенную цепочку равенств:







Из последнего равенства следует, что  служит делителем , а из предпоследнего равенства видно, что  делится на , так как каждое слагаемое правой части делится на Поднимаясь вверх по цепочке равенств, получим, что все остатки  делятся на  Тогда из второго равенства следует, что  делится на а из первого – и  делится на  Таким образом,  является общим делителем для многочленов 
Пусть  некоторый общий делитель многочленов  Из первого равенства следует, что  делится на . Переходя ко второму и следующему равенствам, мы получим, что остатки  также делятся на , а из предпоследнего равенства следует, что и  делится на . 
Таким образом,  будет наибольшим общим делителем многочленов 
Если то из свойств 8 и 9 в качестве наибольшего общего делителя можно взять и многочлен  Поэтому в качестве наибольшего общего делителя будем брать многочлен со старшим коэффициентом равным единице. Используя это условие, можно сказать, что два многочлена тогда и только тогда взаимно просты, если их наибольший делитель равен единицы.
Теорема. Если  есть наибольший общий делитель многочленов , то можно найти такие многочлены  что 

Можно считать при этом, если степени многочленов  больше нуля, то степень  меньше степени , а степень  меньше степени 
Доказательство.
Для доказательства воспользуемся равенствами из алгоритма Евклида. Из предпоследнего равенства получим:

где Подставляя в это равенство значения  через  из предшествующего равенства, имеем:

где ,  Поднимаясь вверх по равенствам алгоритма Евклида, мы получим доказываемое равенство (4).
Докажем вторую часть теоремы. Предположим, что многочлены  уже найдены и например, степень  больше или равна степени  Разделим:

где степень  меньше степени  и. подставляя это выражение в (4), получим равенство:

Степень множителя, стоящего при , уже меньше степени  Степень многочлена, стоящего в квадратных скобках, будет в свою очередь меньше степени , так как в противном случае степень второго слагаемого левой части была бы не меньше степени произведения  а так как степень первого слагаемого меньше степени этого произведения, то вся левая часть имела бы степень, большую или равную степени  тогда как многочлен  заведомо имеет, при наших предположениях, меньшую степень.
Теорема доказана.
Теорема. Многочлены  тогда и только тогда взаимно просты, если можно найти такие многочлены  что 

Доказательство следует из доказанной теоремы о разложении наибольшего общего делителя двух многочленов.
Определение. Наибольшим общим делителем многочленов  называется такой общий делитель этих многочленов, который делится на любой другой общий делитель этих многочленов.
Следующая теорема доказывает существование наибольшего общего делителя системы многочленов и способ его вычисления.
Теорема. Наибольший общий делитель многочленов  равен наибольшему общему делителю многочлена  и наибольшего общего делителя многочленов 
Доказательство.
Если , то теорема очевидна. Предположим, что теорема справедлива для случая  т.е. в частности, уже доказано существование наибольшего общего делителя  многочленов  Обозначим через  наибольший общий делитель многочленов  и  Он будет, очевидно, общим делителем для всех многочленов. С другой стороны, всякий другой общий делитель этих многочленов будет делителем также и для , а поэтому и для 
Определение. Система многочленов  называется взаимно простой, если общими делителями этих многочленов являются лишь многочлены нулевой степени, т.е. наибольший общий делитель равен 1.
Понятие взаимно простых многочленов переносятся и на случай любой конечной системы многочленов.
Наименьшее общее кратное двух многочленов находят по формуле:

Для конечной системы многочленов получают аналогичную формулу, где в числителе стоит произведение всех многочленов.
Вспоминая определение делителя, можно сказать, что многочлен  степени  приводим в поле Р, если он может быть разложен над этим полем (т.е. в кольце Рв произведение двух множителей, степени которых меньше 

и  неприводим в поле Р, если в любом его разложении вида (6) один из множителей имеет степень 0, а другой – степень 
Следует отметить существенность разложения многочлена на неприводимые множители в конкретном поле.
Укажем основные свойства многочлена в поле Р.
1.Всякий многочлен первой степени неприводим.
Доказательство. Если бы многочлен первой степени разлагался в произведение двух многочленов, то это были многочлены нулевой степени, а произведение двух многочленов нулевой степени опять будет многочлен нулевой степени, следовательно, утверждение верно.
2.Если многочлен неприводим, то неприводимым будет и многочлен , где  – отличный от нуля элемент из Р.
Доказательство. Следует из свойств делимости многочленов. 
Это свойство позволяет рассматривать неприводимые многочлены со старшим коэффициентом отличным от нуля.
3.Если  – произвольный, а  – неприводимый многочлен, то либо  делится на либо же эти многочлены взаимно просты.
Доказательство. Если , , то  будучи делителем неприводимого многочлена , либо имеет степень 0, либо же есть многочлен вида  в первом случае  и  взаимно просты, а во втором случае  делится на  
4.Если произведение многочленов  и  делится на неприводимый многочлен , то хотя бы один из этих множителей делится на 
Доказательство. Если не делится на  то по свойству 3,  и  взаимно просты, а тогда по свойству делимости многочленов, многочлен  должен делиться на 
Теорема. Всякий многочлен разлагается на неприводимые множители однозначно с точностью до множителей нулевой степени. 
Доказательство. Если многочлен  неприводим, то указанное произведение состоит из одного множителя. Если он приводим, то может быть разложен в произведение множителей меньшей степени. Если среди этих множителей имеются еще приводимые многочлены, то они так же разлагаются в произведение многочленов меньшей степени. Этот процесс конечен, он должен остановиться, так как сумма степеней всех множителей должна быть равна  и поэтому число множителей, зависящих от  не может превосходить .
Для доказательства однозначности, предположим, что многочлен имеет два разложения:

Из (7) следует, что  имеет делителем , то получаем, что один из множителей  будет делится на , пусть это будет . Так как, однако, многочлен неприводим, а степень  больше нуля, то существует такой элемент , что 

Подставляя это выражение  в (7) и сокращая на  (что законно, так как в кольце Р нет делителей нуля), мы получим равенство

Так как степень многочлена, равного этим произведениям, меньше степени , то уже доказано, что  откуда и что существуют такие элементы что  откуда , и  Полагая  и учитывая (2), мы полностью получим равенства

Теорема доказана.
7.3 Теорема Безу. Схема Горнера. Многочлены над областью целостности: количество корней, функциональное и алгебраическое равенство многочленов
Определение. Если 

есть некоторый многочлен, а  некоторое число, то число 

называется значением многочлена  при .
Если  т.е. многочлен  обращается в нуль при подстановке в него числа  вместо неизвестного, то  называется корнем многочлена 
Рассмотрим вопрос о делении многочлена на произвольный многочлен первой степени или на линейный множитель. Остаток от деления будет либо нулем, либо многочленом нулевой степени, т. е. некоторое число  Имеет место теорема, позволяющая найти этот остаток, не выполняя самого деления.
Теорема Безу. Остаток от деления многочлена  на линейный множитель  равен значению  многочлена при .
Доказательство.
Пусть

Подставляя в обе части равенства , мы получим:

что доказывает теорему.
Из этой теоремы следует, что число  тогда и только тогда будет корнем многочлена , если  делится на 
Таким образом, разыскивание корней многочлена  равносильна разыскиванию его линейных делителей.
Рассмотрим более простой метод деления многочлена на линейный двучлен, называемый методом Горнера.
Имеем

где 

Тогда

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях неизвестного в последнем равенстве, получим:






Отсюда следует, что



Таким образом, коэффициенты частного и остатка можно последовательно получать при помощи однотипных вычислений, которые можно расположить в таблице:
	

	
	
	…
	
	

	
	
	
	…
	
	



Метод Горнера может быть использован также для быстрого вычисления значения многочлена при данном значении неизвестного.
Рассмотрим многочлены с коэффициентами из области целостности кольца К (кольцо без делителей нуля называют областью целостности), т.е. из кольца К, в котором произведение двух элементов может равняться нулю, если только один из множителей равен нулю. Кольцо многочленов над областью целостности само является областью целостности.
Теорема. Если многочлены , степени которых не превосходят 𝑛, имеют равные значения более чем при 𝑛 различных значениях неизвестного, то 
Доказательство.
Многочлен  имеет при наших предположениях более чем 𝑛 корней, а так как его степень не превосходит 𝑛, то должно иметь место равенство

Таким образом, учитывая, что различных чисел бесконечно много, можно утверждать, что для любых двух различных многочленов  найдутся такие значения неизвестного , что . Такие  можно найти не только среди комплексных чисел, но и среди действительных, среди рациональных и даже среди целых чисел.
Таким образом, два многочлена с числовыми коэффициентами, имеющие хотя бы при одной степени неизвестного  различные коэффициенты, будут различными комплексными функциями комплексного переменного . Этим доказана равносильность для многочленов с числовыми коэффициентами двух определений равенства многочленов: алгебраического и теоретико-функционального.
Доказанная теорема позволяет утверждать, что многочлен, степень которого не больше 𝑛, определяется своими значениями при любых различных значениях неизвестного, число которых больше 𝑛. Можно ли эти значения многочлена задавать произвольно? Если предположить, что задаются значения многочлена при  различных значениях неизвестного, то ответ будет положительным: всегда существует многочлен не более чем 𝑛-ой степени, принимающий наперед заданные значения при  заданных различных значениях неизвестного.
В самом деле, пусть нужно построить многочлен не более чем 𝑛-ой степени, который при значениях неизвестного ,, предполагаемых различными, принимает соответственно значения ,. Этим многочленом будет:

Действительно, его степень не больше , а значение  Полученную формулу называют интерполяционной формулой Лагранжа. Название «интерполяционная» связано с тем, что по этой формуле, зная значения многочлена в  точке, можно вычислить его значения во всех других точках.

7.4 Формальная производная многочлена и кратные корни
Определение. Число  называется кратным корнем многочлена  если многочлен нацело делится на , но не делится на  число  называется кратностью корня  в многочлене  Если  то корень  называют простым корнем многочлена 
Если  является кратным корнем многочлена  то он представим в виде

где  уже не делится на .
Понятие кратного корня тесно связано с понятием производной от многочлена. Поскольку мы изучаем многочлены с произвольными комплексными коэффициентами, то не можем пользоваться понятием производной из курса математического анализа. Не будем останавливаться на этих аспектах, а примем формально правила вычисления и свойства производной для многочленов произвольной степени. Нашей целью является доказательство теоремы:
Теорема. Если  является кратным корнем многочлена  то при  оно будет кратным корнем первой производной этого многочлена, если же  то  не будет корнем для .
Доказательство.
Если  является кратным корнем многочлена  то он представим в виде,

где  уже не делится на . Дифференцируя последнее равенство, получим
.
Первое слагаемое, стоящее в квадратной скобке, делится на  а второе на  не делится, следовательно, вся сумма в квадратной скобке не делится на это выражение. Поскольку, частное от деления многочленов определяется однозначно, то  является наибольшим делителем, на который делится производная  
Таким образом, число  является кратным корнем многочлена 
Применяя эту теорему несколько раз, мы получаем, что кратный корень многочлена  будет  кратным в -й производной этого многочлена и впервые не будет служить корнем для -й производной от 

7.5 Основная теорема алгебры. Разложение многочлена над полем комплексных чисел на неприводимые множители
Теорема. Всякий многочлен с любыми числовыми коэффициентами, степень которого не меньше единицы, имеет хотя бы один корень, в общем случае комплексный.
Доказательство.
Для доказательства этой теоремы нам понадобятся следующие леммы, доказываемые в курсе высшей алгебры:
Лемма о непрерывности многочлена. Если свободный член многочлена  равен нулю:

т.е. , то для любого 0 можно подобрать такое  что при всех для которых  будет 
Лемма о модуле старшего члена многочлена. Если дан многочлен 𝑛-й степени, 𝑛

с любыми комплексными коэффициентами и если любое действительное положительное число, то для достаточно больших по модулю значений неизвестного имеет место неравенство:

т.е. модуль старшего члена будет больше модуля суммы всех остальных членов, притом во сколько угодно раз.
Лемма о возрастании модуля многочлена. Для любого многочлена 𝑛-й степени, 𝑛

с любыми комплексными коэффициентами и всякого действительного положительного числа , сколь угодно большого, можно подобрать такое положительное действительное число что при  будет  
Лемма Даламбера. Если при  многочлен 𝑛-й степени, 𝑛 не обращается в нуль, т.е.  и поэтому  то можно найти такое приращение, в общем случае комплексное, что

Также при доказательстве основной теоремы алгебры используется теорема Вейерштрасса из теории действительных функций комплексного переменного, к таким функциям относится модуль многочлена. Сформулируем эту теорему без доказательства.
Теорема Вейерштрасса. Если функция  комплексного переменного  непрерывна во всех точках замкнутого круга E, то существует в круге Е такая точка что для всех  из Е имеет место неравенство . Точка является, следовательно, точкой минимума для в круге Е.
Перейдем к доказательству основной теоремы. Пусть дан многочлен 𝑛-й степени, 𝑛 Очевидно, что где  свободный член. Применим к нашему многочлену лемму о возрастании модуля многочлена, считая  Тогда существует такое что при  будет  Указанное обобщение теоремы Вейерштрасса применимо для функции  при любом выборе замкнутого круга Е. В качестве Е возьмем замкнутый круг, ограниченный окружностью радиуса  с центром в точке 0. Пусть точка является, точкой минимума для в круге Е, откуда следует, что  
Точка является, точкой минимума для  на всей комплексной плоскости: если точка  лежит вне круга Е, то , и поэтому

Отсюда следует, что  т.е. что точка  является корнем для  Если бы , то по лемме Даламбера существовала бы такая точка , что . Это противоречит тому факту, что точка  является точкой минимума.
Рассмотрим вопрос о разложении многочлена с любыми комплексными коэффициентами.
Пусть дан многочлен 𝑛-й степени, 𝑛

с любыми комплексными коэффициентами. Основная теорема алгебры позволяет утверждать, что этот многочлен имеет корень , комплексный или действительный. Тогда

Коэффициенты многочлена  снова будут действительными или комплексными числами, и поэтому  имеет корень , т.е.

Продолжая таким же образом, получим после конечного числа шагов разложение многочлена  в произведение 𝑛 линейных множителей:

Следствие 1. Разложение (1) для многочлена  является единственным разложением такого типа с точностью до порядка следования множителей.
Доказательство.
Предположим, что имеется ещё одно разложение

Из (1) и (2) следует, что

Если бы корень был отличен от всех , то подставляя  в (3), получили бы в левой части 0, а в правой число, отличное от нуля. Таким образом, всякий корень  равен некоторому корню и обратно. 
Отсюда ещё не следует, что разложения (1) и (2) совпадают. Среди корней  , могут быть равные между собой. Пусть, например,  этих корней равны и пусть с другой стороны, среди корней  содержится  равных корню Нужно доказать, что 
Так как степень произведения многочленов равна сумме степеней сомножителей, то произведение двух многочленов, отличных от нуля, не может равняться нулю. Отсюда вытекает, что если два произведения многочленов равны друг другу, то обе части равенства можно сократить на общий множитель: если

и  то из

следует

т.е.

Применим это к равенству (3). Если  то, сокращая обе части равенства (3) на множитель мы придем к равенству, левая часть которого ещё содержит множитель , а правая его не содержит. Это приводит к противоречию. Отсюда следует единственность разложения (1) для многочлена 
Следствие 2. Всякий многочлен  𝑛-й степени, 𝑛 с любыми числовыми коэффициентами имеет 𝑛 корней, если каждый из корней считать столько раз, какова его кратность.
Доказательство.
Разложение (1) можно записать в виде

объединив вместе одинаковые множители, где  Среди корней  уже нет равных. Покажем, что  является кратностью для корня , , в многочлене  Действительно, если эта кратность равна  Пусть, однако, . В силу определения кратности корня для многочлена  существует разложение:

Заменяя в этом разложении множитель  его разложением на линейные множители, мы получили бы для  разложение на линейные множители, заведомо отличное от разложения (1), т.е. пришли бы к противоречию с доказанной единственностью этого разложения.
Отметим, что изложенная теория справедлива и при , так как многочлен нулевой степени не имеет корней. Эта теория не применима лишь к многочлену 0, не имеющему степень и равному нулю при любом значении неизвестного.

7.6 Теорема Виета
Пусть дан многочлен  степени 𝑛 со старшим коэффициентом равным 1:

и пусть  – его корни, каждый кратный корень взят здесь соответствующее число раз. Тогда получим разложение:

В выражении 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях неизвестного  правой и левой частей, получим равенства, называемые формулами Виета и выражающие коэффициенты многочлена через его корни:



………………………………………………….
…),

При  эти формулы превращаются в известную из элементарной алгебры связь между корнями и коэффициентами квадратного многочлена.
7.7 Решение уравнений 3-й и 4-й степени
Пусть дано кубичное уравнение

с любыми комплексными коэффициентами. Сделаем подстановку

в результате которой получим уравнение относительно неизвестного , без квадрата этого неизвестного, т.е. уравнение вида:

Это уравнение называют неполным кубичным уравнением с любыми комплексными коэффициентами.
Уравнение (3) по основной теореме обладает тремя комплексными корнями. Пусть  будет любой из этих корней. Введем вспомогательное неизвестное и рассмотрим многочлен:

Его коэффициенты – комплексные числа, многочлен имеет два комплексных корня . По теореме Виета получим:


Подставляя в (3) выражение (4), имеем

Выполнив преобразования, находим

Из равенства (5) следует, что

и тогда 

Кроме того, из (5) имеем:

Из равенств (6) и (7) по теореме Виета следует, что числа  и являются корнями квадратного уравнения:

с комплексными коэффициентами.
Решая уравнение (8), получаем

тогда

Таким образом, приходим к формуле Кардано, выражающей корни уравнения (3) через коэффициенты:

Формулы (9) дают по три значения для  Комбинировать эти значения нужно согласно формуле (5) с учетом кубичных корней из единицы.
Пусть один из трех значений радикала для . Два других можно получить умножением этого значения на кубичные корни из единицы 

Пусть  значение радикала для  которое удовлетворяет равенству

Два других значения будут

Так как  то 

Отсюда следует, что значению  радикала  соответствует значение  радикала , а значению  радикала  соответствует значение  радикала .
Таким образом, все три корня уравнения (3) могут быть записаны следующим образом:



Остановимся отдельно на кубичных уравнениях с действительными переменными.
Рассмотрим неполное кубичное уравнение с действительными коэффициентами:

Дискриминантом уравнения (10) называют выражение

Рассмотрим следующие значения дискриминанта.
1.
В этом случае в формуле Кардано под знаком каждого из квадратных радикалов стоит положительное число, а поэтому под знаком каждого из кубичных радикалов окажется действительное число. Кубичный корень из действительного числа имеет один действительный корень и два комплексных сопряженных корня. Если  действительный корень радикала , то значение  радикала  также будет действительным, согласно равенству (5) и корень

будет действительным числом. Два других корня найдем из равенств предыдущего раздела, заменяя 

Тогда




Эти два корня оказываются ввиду действительности чисел  сопряженными комплексными числами, причем коэффициент при мнимой части отличен от нуля, так как , как различные значения кубичных радикалов.
Окончательно получаем, что при  уравнение (10) имеет один действительный корень и два сопряженных комплексных корня.
2.
В этом случае 

Если  действительный корень радикала , то значение  радикала  также будет действительным, согласно равенству (5), причем  Тогда, с учетом получим:



Следовательно, если , то все корни уравнения (10) действительные, причем два из них равны между собой.
3.
В этом случае в формуле Кардано под знаком квадратного корня стоит отрицательное число, а поэтому под знаком кубичных радикалов стоят сопряженные комплексные числа. Таким образом, все значения радикалов  будут теперь комплексными числами. Среди корней уравнения (10) должен, однако, быть хотя бы один действительный корень. Пусть это будет

Так как действительны и сумма чисел , и их произведение, равное

то числа  сопряжены между собой как корни квадратного уравнения с действительными коэффициентами. Но тогда сопряжены между собой и числа  а также числа , откуда следует, что корни уравнения (10)

также будут действительными числами.
Все три корня уравнения (10) оказались действительными числами, причем среди них нет равных. Так как в противном случае выбор корня  можно было бы осуществить так, чтобы имело место равенство , откуда


т.е. , что явно невозможно.
Таким образом, при  уравнение (1) имеет три действительных различных корня.
Из последнего случая следует, что нахождение корней по формуле Кардано не имеет широкого практического применения, так как приходится извлекать кубичные корни из комплексных чисел. 
Рассмотрим уравнение четвертой степени

с произвольными комплексными коэффициентами. Решение этого уравнения сводится к решению вспомогательного кубичного уравнения. Метод называется методом Феррари.
Уравнение (11) с помощью подстановки 

приводится к виду

Левая часть равенства преобразуется введением вспомогательного параметра :

или

Параметр  подберем так, чтобы в квадратной скобке стоял полной квадрат. Для этого дискриминант квадратного уравнения должен быть равен нулю:

Последнее равенство является кубичным уравнением относительно неизвестного  с комплексными коэффициентами. Это уравнение имеет три комплексных корня. Пусть  один из этих корней. При этом выборе для , многочлен, стоящий в квадратных скобках, имеет двукратный корень 

и поэтому уравнение (4) принимает вид:

т.е. оно распадается на два квадратных уравнения:

Так как от уравнения (13) к уравнениям (15) мы пришли с помощью тождественных преобразований, то корни уравнений (15) будут корнями и уравнения (13). Корни уравнения (13) выражаются через коэффициенты уравнения при помощи радикалов.
7.8 Неприводимые многочлены над полем действительных чисел
Рассмотрим многочлен с действительными коэффициентами

Теорема 1. Если комплексное число  является корнем многочлена  с действительными коэффициентами, то корнем этого многочлена будет и сопряженное число 
Доказательство.
Пусть многочлен имеет комплексный корень , т.е. 

Последнее равенство не нарушится, если все числа заменить на сопряженные, при этом все коэффициенты останутся неизменными, тогда

т.е.  Таким образом, если комплексное число является корнем многочлена с действительными коэффициентами, то корнем этого многочлена будет и сопряженное число 
Многочлен  будет делиться на квадратный трехчлен

коэффициенты которого будут действительными числами, как сумма и произведение сопряженных комплексных чисел.
Теорема 2. Корни  имеют в многочлене  одну и ту же кратность.
Доказательство.
Пусть корни  имеют соответственно кратности . Пусть, например,. Тогда  делится на -ю степень многочлена 

Многочлен  как частное двух многочленов с действительными коэффициентами, также имеет действительные коэффициенты, но, в противоречии с доказанным выше, он имеет число  своим- кратным корнем, тогда как число  не является для него корнем. Отсюда следует, что  
Из доказанных теорем и основной теоремы можно окончательно сделать следующий вывод:
Всякий многочлен  с действительными коэффициентами представим, при том единственным образом в виде произведения своего старшего коэффициента  и нескольких многочленов с действительными коэффициентами, линейных вида соответствующих его действительным корням, и квадратных вида (*), соответствующих парам сопряженных комплексных корней.
Определение. Линейные многочлены вида  и квадратные многочлены вида (*) называются неприводимыми многочленами для многочленов с действительными коэффициентами и со старшим коэффициентом равным 1. 
7.9 Нахождение рациональных корней многочлена с целыми коэффициентами
Рассмотрим многочлен с рациональными коэффициентами, являющийся частным случаем многочлена с действительными коэффициентами. Действительные корни могут быть как рациональными, так и иррациональными числами. Вопрос нахождения иррациональных корней тесно связан с методами приближенного вычисления. В данном разделе мы рассмотрим вопрос о нахождении рациональных корней многочлена с действительными коэффициентами. Пусть

многочлен с рациональными коэффициентами, можно предполагать, что коэффициенты целые числа, так как в противном случае обе части уравнения 

можно было бы умножить на число, являющееся общим знаменателем коэффициентов уравнения.
Теорема 1. Если несократимая дробь 

является рациональным корнем уравнения (1), то  есть делитель свободного члена  а  делитель старшего коэффициента .
Доказательство.
По условию теоремы, число 

является корнем уравнения (1):

Умножив обе части равенства на , получим равенство

Отсюда

и

Правая часть равенства (2) делится на , тогда и левая часть должна делится на это число. Но так как дробь несократима, то числа  и  взаимно просты, следовательно, коэффициент  должен делиться на 
Проведя аналогичные рассуждения и для равенства (3), можно заключить, что  делится на 
Теорема доказана.
Из этой теоремы следуют два следствия.
Следствие 1. Целый корень уравнения (1) должен быть делителем свободного члена.
В этом случае 
Следствие 2. Уравнение

со старшим коэффициентом равным единице, и с целыми коэффициентами может иметь в качестве рациональных корней только целые числа.
Действительно, по теореме 1, положительный знаменатель рационального корня должен быть делителем старшего коэффициента, т.е. равен единице. Поэтому корень будет целым числом:

Из теоремы 1 следует правило нахождения рациональных корней уравнения. Но действия можно существенно сократить с помощью следующих теорем.
Теорема 2. Частное от деления многочлена  с целыми коэффициентами на (), где  целое число, есть многочлен с целыми коэффициентами.
Доказательство.
Доказательство следует из схемы Горнера. При нахождении частного от деления многочлена с целыми коэффициентами на линейный многочлен (), где  целое число, приходится складывать и умножать целые числа, тогда и в результате получим многочлен с целыми коэффициентами.
Теорема 3. Если несократимая дробь 

является рациональным корнем многочлена 

с целыми коэффициентами, то для любого целого числа число  делится на  при условии, что 
Доказательство.
Умножая многочлен  на , получим

или, полагая , имеем

Так как дробь (4) является корнем многочлена то целое число  должно быть корнем многочлена :

По теореме 2 коэффициенты многочлена  должны быть целыми числами. Отсюда

должно быть целым числом. Таким образом,  делится на  нетрудно видеть, что  взаимно просты. В самом деле, если бы они были не взаимно просты, то дробь

была бы сократимой

где  и мы имели бы, что

откуда

т.е. в силу неравенства  следовала бы сократимость дроби (4), что невозможно.
Таким образом, произведение  делится на  следовательно,  делится на 
Теорема доказана.
7.10 Неприводимые многочлены над полем рациональных чисел

Докажем достаточный признак неприводимости многочлена над полем рациональных чисел, называемый критерием Эйзенштейна:
Пусть дан многочлен 

с целыми коэффициентами. Если хотя бы одним способом можно выбрать простое число удовлетворяющее следующим требованиям:
1) старший коэффициент  не делится на 
2) все остальные коэффициенты делятся на 
3) свободный член, делясь на , не делится на 
то многочлен  неприводим над полем рациональных чисел.
Доказательство.
В самом деле, если многочлен  приводим над полем рациональных чисел, то он разлагается на два множителя меньшей степени с целыми коэффициентами:

где  Отсюда, сравнивая коэффициенты в обеих частях этого равенства, получаем:





Из первого равенства следует, так как делится на  а число  простое, что один из множителей  должен делиться на  Они оба не могут одновременно делится на  так как , по условию, не делится на  Пусть, например,  делится на  и поэтому  взаимно просто с . Переходим теперь ко второму равенству. Его левая часть, а также первое слагаемое правой части делятся на , а поэтому на  делится и произведение , так как, однако,  на  не делится, то на  будет делится . подобным же образом из третьего равенства мы получим, что  делится на , и т.д. Наконец, из -го равенства будет получено, что на  делится  но тогда из последнего равенства вытекает, что на  делится  что противоречит предположению.
7.11 Алгебраические и трансцендентные числа
Всякий многочлен степени 𝑛 с рациональными коэффициентами имеет в поле комплексных чисел 𝑛 корней, некоторые из которых или даже все могут лежать вне поля рациональных чисел. Однако не каждое комплексное или действительное число является корнем некоторого многочлена с рациональными коэффициентами. Те комплексные, в частности действительные числа, которые являются корнями таких многочленов, называются алгебраическими числами, в противоположность числам трансцендентным. К числу алгебраических чисел принадлежат все рациональные числа, так как они являются корнями многочленов первой степени с рациональными коэффициентами. Алгебраическим числом будет также любой радикал вида  с рациональным подкоренным числом так как  является корнем уравнения   С другой стороны, в курсе математического анализа доказывается трансцендентность известных чисел е и  На самом деле трансцендентных чисел бесконечно много.
Если  алгебраическое число, то оно будет даже корнем некоторого многочлена с целыми коэффициентами и поэтому корнем одного из неприводимых делителей этого многочлена также с целыми коэффициентами. Тот неприводимый целочисленный многочлен, корнем которого является , определен однозначно с точностью до постоянного множителя, т.е. вполне однозначно, если потребовать, чтобы коэффициенты этого многочлена были в совокупности взаимно просты, т.е. примитивны. в самом деле, если  служит корнем двух неприводимых многочленов, то наибольший делитель этих многочленов будет отличен от единицы, а поэтому эти многочлены, ввиду их неприводимости, могут отличаться друг от друга лишь множителем нулевой степени.
Алгебраические числа, являющиеся корнями одного и того же неприводимого над полем Р многочлена, называются сопряженными, не стоит путать с сопряженностью комплексных чисел. Всякое множество алгебраических чисел распадается, следовательно, на непересекающиеся конечные классы сопряженных между собой чисел. Всякое рациональное число как корень многочлена первой степени не имеет сопряженных чисел, отличных от самого себя, и это свойство является для рациональных чисел характерным: всякое алгебраическое число, не являющееся рациональным, будет корнем неприводимого многочлена, степень которого больше единицы, и поэтому для него существуют сопряженные, отличные от него самого.
Имеют место следующие теоремы.
Теорема 1. Множество всех алгебраических чисел является подполем поля комплексных чисел.
Теорема 2. Если число  служит корнем многочлена 

коэффициенты которого алгебраические числа, то  также будет алгебраическим числом.
Из первой теоремы следует, что сумма, разность, произведение и частное алгебраических чисел сами будут алгебраическими числами. Например, алгебраическими будут числа 

Из второй теоремы следует, что, например, число  будет алгебраическим, так как число  по теореме 1 является алгебраическим и поэтому число  является корнем многочлена  с алгебраическими коэффициентами. 
Теорему 2 можно применять несколько раз и можно заключить, что всякое число, записываемое с помощью радикалов над полем рациональных чисел, будет алгебраическим числом. Алгебраические числа с радикалами составляют поле, которое будет частью поля всех алгебраических чисел.
Определение. Степень неприводимого над полем Р многочлена со старшим коэффициентом, равным единице, имеющего числосвоим корнем, называется степенью числа  относительно поля Р.
Отметим некоторые свойства алгебраических чисел, вытекающих из последних теорем и определения:
1.Количество различных чисел, сопряженных относительно поля Р с числом , алгебраическим относительно Р, равно степени  относительно Р;
2.Алгебраическими числами первой степени относительно поля Р являются числа, принадлежащие Р, и только они;
3.Если число  является корнем многочлена степени  над Р, то степень относительно Р будет числом, не превосходящим ;
4.Пусть все числа из поля  являются также числами из поля . Тогда число , являющееся алгебраическим степени  относительно , будет алгебраическим и относительно  при этом его степень относительно  будет не больше .

7.12 Алгебраические расширения полей. Избавление от алгебраической иррациональности в знаменателе дроби. Примеры геометрических задач, сводящихся к уравнениям, неразрешимым в квадратных радикалах
Пусть в поле Р некоторая часть его элементов, составляющая множество , сама оказывается полем по отношению к тем операциям, которые определены в поле Р, т.е. для любых двух элементов из содержащиеся в поле Р элементы  принадлежат к . Тогда называется подполем поля Р, а Р – расширением поля . Нуль и единица поля Р будут содержаться в  и служить для  нулем и единицей. Так, поле рациональных чисел является подполем действительных чисел; все числовые поля будут подполями поля комплексных чисел.
Определение. Пусть Р есть поле и  – некоторое число. Множество всех чисел вида

где коэффициенты многочленов числителя и знаменателя принадлежат Р, называется простым расширением поля Р, а число  примитивным элементом этого простого расширения. Если  является алгебраическим относительно Р, то соответствующее простое расширение называется алгебраическим, и если  трансцендентно, то трансцендентным.
Остановимся на преобразовании, которое представляет собой самостоятельный интерес и необходимо для выяснения строения алгебраического расширения. Имеется в виду так называемое освобождение от иррациональности в знаменателе.
Теорема об освобождении от иррациональности в знаменателе. Пусть число является алгебраическим степени относительно поля Р. Тогда всякое число , выраженное через  рациональным образом относительно Р:

где  суть числа из Р, может быть единственным образом представлено в виде:

где числа  принадлежат Р.
Из этой теоремы следует, что результат действий сложения, вычитания, умножения, деления элементов представляется единственным образом в виде (1). Это дает возможность получить полное описание алгебраического расширения относительно исходного поля. 
Алгебраические расширения могут существенно отличаться друг от друга. Все зависит от того, каков неприводимый многочлен. Задание этого многочлена по существу определяет строение алгебраического расширения. Два расширения, для которых указанный многочлен один и тот же, т.е. когда их примитивные элементы сопряжены относительно исходного поля, по существу одинаковы, отличаясь лишь обозначением примитивного элемента. при разных неприводимых многочленах алгебраические расширения уже по существу различны, ибо, даже в случае одинаковой степени примитивных элементов, имеется разница в правилах совершения действия умножения и деления чисел у обоих расширений.
Теорема. Пусть число является алгебраическим степени относительно поля Р. есть расширение поля Р, полученное с помощью примитивного элемента . Тогда всякое число из является алгебраическим относительно Р, причем его степень не превосходит 
Не каждое алгебраическое уравнение можно разрешить в радикалах, т.е. выразить все его корни через коэффициенты с помощью конечной последовательности арифметических действий и извлечения корня с целым показателем степени. Приведем примеры геометрических задач, неразрешимых в квадратных радикалах
Задача 1. Построить квадрат, площадь которого в два раза больше площади данного квадрата.
Решение.
Пусть заданный квадрат имеет сторону, равную 1, тогда его площадь равна 1. Для искомого квадрата площадь будет равна 2. Сторона искомого квадрата будет , т.е.  является корнем уравнения  Это уравнение не имеет рациональных корней и корни уравнения не могут быть построены с помощью линейки и циркуля.
Задача 2. Построить квадрат, равновеликий заданному кругу.
Решение.
Примем радиус круга за единицу измерения. Тогда его площадь будет равна . Сторона искомого квадрата будет равна . Это число является корнем уравнения . А это уравнение не имеет рациональных корней и, значит, неразрешимо в квадратных радикалах. Следовательно, задача о квадратуре круга не решается с помощью циркуля и линейки.



7.13 Построение кольца многочленов от нескольких переменных
Определение. Многочленом от  над полем Р называют выражение 

в котором коэффициенты  являются числами из поля Р, а целыми неотрицательными числами и  принимается равным единице. При этом каждое слагаемое в (1) называется членом и предполагается, что в (1) нет подобных членов. Кроме того, коэффициенты равные единице и неизвестные в нулевой степени можно опустить.
Само число  из поля Р будем рассматривать как многочлен

Многочлен будем обозначать

Определение. Два многочлена  и  над полем Р считаются равными, если они состоят из одних и тех же членов. 
В частности, многочлен  считается равным нулю, если все его коэффициенты  равны нулю. Таким образом, если многочлен не равен нулю, то по крайней мере один из его коэффициентов должен быть отличен от нуля.
Определение. Под суммой  двух произвольных многочленов над полем Р подразумевают такой многочлен, который получится, если приписать к  со знаком (+) члены  и затем произвести приведение подобных членов.
Определение. Под произведением  двух произвольных многочленов над полем Р подразумевают такой многочлен, который получается после умножения каждого члена многочлена  на каждый член многочлена  и приведением образовавшихся при этом подобных членов. При умножении двух членов многочленов используется обычное правило умножения коэффициентов и сложения показателей степеней при одинаковых неизвестных:
(
Обозначим множество всех многочленов от  над полем Р через Р Очевидно, что, складывая и перемножая многочлены из Р мы получим однозначно многочлен из того же самого множества Р
Теорема 1. Операции сложения, умножения многочленов из Р подчиняются коммутативному, ассоциативному, дистрибутивному законам, и в множестве Р выполнима обратная операция – вычитание многочленов.
Доказательство.
Рассмотрим два многочлена из Р


Имеем



Как видно, сложение многочленов из Р подчиняется коммутативному закону.
При умножении многочленов, мы должны каждый член многочлена  умножить на каждый член многочлена  Этот же результат получится и при умножении каждого члена  на каждый член многочлена  Следовательно,

т.е. умножение многочленов из Р также подчиняется коммутативному закону.
Возьмем теперь произвольный третий многочлен из Р

Пользуясь ассоциативностью сложения чисел, можно заключить, что сложение многочленов из Р подчиняется ассоциативному закону:


Пользуясь ассоциативностью умножения чисел, можно заключить, что умножение многочленов из Р подчиняется ассоциативному закону:


Для многочленов из Р верен дистрибутивный закон:


что следует из дистрибутивного закона сложения и умножения чисел.
Осталось показать, что имеет место обратная операция – вычитание, а именно: в Р уравнение 

всегда разрешимо. решением этого уравнения является многочлен:

Теорема доказана.
На основании доказанной теоремы можно сделать следующие выводы:
1. Многочлен  над полем Р можно рассматривать как сумму его членов, причем члены можно писать в любом порядке.
2. Каждый член многочлена  можно рассматривать как произведение степеней  неизвестных, взятое с числовым коэффициентом  из поля Р, причем  можно писать и справа и слева в силу коммутативности умножения.
3. Уравнение 

имеет единственное решение. Это можно обосновать следующим образом. пусть  – решение уравнения

где 0, означает многочлен равный нулю, и пусть   какое-нибудь решение уравнения 

Тогда 



или

Мы однозначно выразили многочлен  через многочлены  Тем самым единственность решения уравнения (2) становится очевидной.
Это единственное решение обозначается через 

и называется разностью многочленов. В частности


где  означает многочлен, противоположный 

Множество Р называют кольцом многочленов от  над полем Р.
Введем понятие степени многочлена от нескольких неизвестных.
Определение. Степенью члена многочлена отличного от нуля, называют сумму показателей:  неизвестных, а степенью многочлена называется наибольшая из степеней его членов.
Нуль единственный многочлен от  не имеющий никакой степени, а числа, отличные от нуля, будут многочленами нулевой степени от тех же неизвестных. В этом многочлены от одного неизвестного и нескольких неизвестных совпадают. Но члены многочлена от нескольких неизвестных нельзя расположить по убыванию степеней, как в случае многочлена одной неизвестной. В многочлене от нескольких неизвестных может быть несколько или даже все члены одной степени. 
Определение. Многочлен, все члены которого имеют одну степень, называют однородными.
Существует вполне определенный способ расположения членов многочлена от нескольких неизвестных. Этот способ называют лексикографическим. Он заключается в следующем. Пусть  произвольный многочлен из Р. Будем считать, что из двух членов выше тот, у которого больше показатель при , а из двух членов с одинаковыми показателями при , тот у которого больше показатель при  и т.д. 
Отметим без доказательств некоторые свойства многочленов от нескольких неизвестных.
1. Высший член произведения двух отличных от нуля многочленов из Р равен произведению высших членов этих многочленов.
2. Произведение двух отличных от нуля многочленов из Р также отлично от нуля.
3. Степень произведения двух многочленов из Рравна сумме степеней этих многочленов. 
4. Если два многочлена из Р равны, то их значения также равны при любых значениях неизвестных.
7.14 Симметрические многочлены
Среди многочленов от нескольких неизвестных выделяются те, которые не меняются ни при какой перестановке неизвестных. В такие многочлены неизвестные входят симметричным образом и, поэтому, их называют симметрическими многочленами или функциями. Простейшими примерами будут следующие многочлены:   
Пусть коэффициенты симметрического многочлена взяты из поля . Тогда сумма, разность и произведение двух симметрических многочленов сами будут симметрическими, т.е. симметрические многочлены составляют подкольцо в кольце Р всех многочленов от  неизвестных над полем , называемое кольцом симметрических многочленов от  неизвестных над полем  К этому кольцу принадлежат все элементы из  (т.е. все многочлены нулевой степени, а также нуль), так как они заведомо не меняются ни при какой перестановке неизвестных. Всякий другой симметрический многочлен непременно содержит все  неизвестных и даже имеет по ним одну и ту же степень: если симметрический многочлен  обладает членом, в который неизвестное  входит с показателем , то обладает и членом, получающимся из него транспозицией неизвестных  и , т.е. содержащим неизвестное  в той же степени 
Следующие  симметрических многочленов от  неизвестных называются элементарными симметрическими многочленами:

Симметрические многочлены (3) играют большую роль в теории многочленов. Они подсказаны формулами Виета, и поэтому можно сказать, что коэффициенты многочлена от одного неизвестного, имеющего старшим коэффициентом единицу, будут, с точностью до знака, элементарными симметрическими многочленами от его корней.
Так как симметрические многочлены от  неизвестных над полем составляют кольцо, то очевидны следующие утверждения: симметрическим многочленом будет всякая целая положительная степень любого из элементарных симметрических многочленов, а также произведение таких степеней, притом взятое с любым коэффициентом из , и, наконец, всякая сумма указанных произведений. Иными словами, всякий многочлен от элементарных симметрических многочленов …, с коэффициентами из , рассматриваемый как многочлен от неизвестных  будет симметрическим. Так, например, при , возьмем многочлен . Заменяя  их выражениями, мы получим:

Справа стоит симметрический многочлен от .
Имеет место следующая основная теорема о симметрических многочленах.
Теорема. Всякий симметрический многочлен от неизвестных  над полем  является многочленом от элементарных симметрических многочленов …, с коэффициентами из . Всякий симметрический многочлен обладает лишь единственным выражением в виде многочлена от элементарных симметрических многочленов.
Из сформулированной теоремы следует важное утверждение:
Пусть  есть многочлен от одного неизвестного над полем , имеющий старшим коэффициентом единицу. Тогда всякий симметрический многочлен (с коэффициентами из ) от корней многочлена , принадлежащих к некоторому полю разложения многочлена  над полем , будет многочленом (с коэффициентами из ) от коэффициентов многочлена  и поэтому будет элементом поля 


7.15 Применение симметрических многочленов к решению систем уравнений
Если дан многочлен  из кольца Р то его решением называется такая система значений для неизвестных

взятых в поле  или в некотором расширении  этого поля, которая обращает многочлен в нуль:

Всякий многочлен , степень которого больше нуля, обладает решениями: если неизвестное  входит в запись многочлена, то в качестве  можно взять по существу произвольные элементы из поля , лишь бы степень многочлена  оставалась строго положительной, а, затем, используя теорему о существовании корня, взять такое расширение  поля , в котором многочлен от одного неизвестного  обладает корнем  Отсюда видно, что свойство многочлена степени  от одного неизвестного обладать во всяком поле не более, чем  корнями для многочленов от нескольких неизвестных перестает быть справедливым.
Если дано несколько многочленов от  неизвестных, то можно поставить вопрос о разыскании решений, общих для всех этих многочленов, т.е. решений системы уравнений, которая получается в результате приравнивания заданных многочленов нулю. 
Рассмотрим сначала частный случай системы двух уравнений с одним неизвестным:

над полем 
Как известно, многочлены  и  тогда и только тогда обладают общими корнями, когда не являются взаимно простыми. Этот вопрос можно было бы решить с помощью алгоритма Евклида. Мы рассмотрим другой метод получения ответа на этот вопрос.
Пусть  расширение поля , в котором  имеет  корней , а  имеет  корней ; в качестве  можно взять поле разложения для произведения .
Определение. Элемент

называется результантом многочленов .
Очевидно, что многочлены  тогда и только тогда обладают в  общим корнем, если  Так как

и поэтому

то результант  может быть записан также в виде

Многочлены  используются в определении результанта не симметричным образом. Действительно, 

тогда 

Выражение (2) для результанта требует знание корней многочленов  и практически бесполезно для решения вопроса о существовании у этих многочленов общего корня. Оказывается, результант  может быть представлен в виде многочлена от коэффициентов ,, многочленов . В самом деле, формула (2) показывает, что результант  является симметрическим многочленом от двух систем неизвестных:  и системы . Он поэтому представим в виде многочленов от элементарных симметрических многочленов по этим двум системам неизвестных, т.е., в виду формулы Виета, в виде многочленов от частных 

множитель  в (2) освобождает полученное выражение от  и  в знаменателях. 
Разыскивание результанта таким путем тоже затруднительно. Ниже приведем выражение для результанта для любой пары многочленов (1). Будем считать, что система корней 

многочленов (1) является системой  независимых неизвестных над полем тогда результант  многочленов (1) равен следующему определителю порядка 

(на свободных местах стоят нули). Строение определителя достаточно ясно: на его главной диагонали стоит  раз коэффициент  и  раз коэффициент .
От требования, чтобы старшие коэффициенты многочленов (1) были отличны можно отказаться, так имеет место следующая теорема:
Если даны многочлены (1) с произвольными старшими коэффициентами, то результант (3) этих многочленов тогда и только тогда равен нулю, если эти многочлены обладают общим корнем или же их старшие коэффициенты оба равны нулю.
Рассмотрим систему двух уравнений с двумя неизвестными. Пусть даны два многочлена  от двух неизвестных  и  с коэффициентами из некоторого поля . Запишем эти многочлены по убывающим степеням неизвестного :

коэффициенты будут многочленами из кольца  Найдем результант многочленов , рассматриваемых как многочлены от  и обозначим его через . Он будет, ввиду (3), многочленом от одного неизвестного  с коэффициентами из поля 

Пусть система многочленов (4) обладает в некотором расширении поля  общим решением  Подставляя в (4) вместо  значение , мы получим два многочлена и  от одного неизвестного  Эти многочлены обладают общим корнем  а поэтому их результант, равный, ввиду последнего равенства,  должен , быть равным нулю, т.е.  должно быть корнем результанта  Обратно, если результант  многочленов (4) обладает корнем , то результант многочленов  и  равен нулю, т.е. либо многочлены обладают общим корнем, либо же их старшие коэффициенты оба равны нулю,

Этим путем разыскивание общих решений системы многочленов (4) сведено к разыскиванию корней одного многочлена от одного неизвестного , т.е., как принято говорить, неизвестное  исключено из системы многочленов (4).






