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1. Окружность и ее свойства.
[bookmark: _GoBack]При изучении геометрии на плоскости методом координат в качестве фигур чаще всего рассматриваются линии. Примерами линий являются прямая, окружность, парабола, синусоида и др. Строгое определение линии будет дано позже, во второй части настоящего курса геометрии. Условием, определяющим линию у в данной системе координат на плоскости, является, как правило, уравнение, которое называется уравнением линии у.
Линия на плоскости называется алгебраической, если в какой-либо аффинной системе координат уравнение этой линии можно представить в виде
F (x, у) =0,					(1)






где F (х, у) — многочлен от переменных х, у, т. е. сумма членов вида  (а — действительное число, s, t — целые неотрицательные числа). Степенью члена , где , называется число s+t. Степенью многочлена F (х, у) называется наивысшая степень его членов. Степень многочлена F (х, у) называется порядком линии, определяемой уравнением (1). Примером алгебраической линии первого порядка является прямая, заданная уравнением х = а, а примером линии второго порядка — окружность, заданная уравнением (2) =.
Т е о р е м а. Понятие алгебраической линии, а также порядок линии не зависят от выбора аффинной системы координат.


Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем на плоскости аффинную систему координат О. Пусть в этой системе координат линия  определяется уравнением (1), где 




F (х, у) — многочлен степени п. Зададим другую аффинную систему координат  Координаты х, у произвольной точки М плоскости в системе О выражаются через ее координаты  в системе  по известным формулам:

,				

.				(2)


Чтобы получить уравнение линии  в системе , надо в уравнении (1) заменить х, у их выражениями по формулам (2). Получим уравнение
G(x', y')=0.	(3)


Многочлен F (х, у) есть сумма членов вида . После замены х, у их выражениями (2) вместо члена  получим выражение


.				(4)
Таким образом, G (х' у') есть сумма выражений вида (4), и потому G (х' у') — многочлен от переменных х', у'. Итак, понятие алгебраической линии не зависит от выбора аффинной системы координат.









Докажем теперь, что G (х', у') — многочлен степени п. Пусть т — степень этого многочлена. Если в выражении (4) раскрыть скобки и привести подобные члены, то получим сумму членов вида , где в каждом таком члене . Отсюда следует, что . Будем теперь считать, что  — старая система координат, а О — новая. Тогда по доказанному. Итак, , , поэтому .




Докажем, что окружность является алгебраической линией второго порядка. Для этого возьмем на плоскости прямоугольную систему координат  и в этой системе координат составим уравнение окружности  радиуса  с центром в точке С (а, b).



Точка М (х, у) плоскости принадлежит окружности  тогда и только тогда, когда СМ =  или СМ2 = 2. Это равенство в координатах запишется так:

(x-a)2 + (y-b) = r2.	(5)

Это и есть уравнение окружности .








Действительно, если точка Мо () лежит на окружности, то С Мо = r2, т. е. , поэтому координаты точки Мо удовлетворяют уравнению (5), а если точка  не лежит на окружности, то  т. е.  и, значит, координаты точки  не удовлетворяют уравнению (5). Итак, доказано, что уравнение (5) есть уравнение окружности радиуса  с центром в точке .

В частности, если центр окружности совпадает с началом О координат, то , поэтому уравнение (5) принимает вид:

.	(6)
Уравнение (5) можно записать в виде

		(7)



где , , .
Таким образом, уравнение любой окружности в прямоугольной системе координат имеет вид (7), т. е. окружность является алгебраической линией второго порядка.
Рассмотрим теперь обратную задачу, т. е. выясним, что собой представляет алгебраическая линия второго порядка, заданная уравнением (7). Перепишем это уравнение так:


или






Сравнивая полученное уравнение с уравнением (5), видим, что если , то линия, заданная уравнением (7), является окружностью с центром  и радиусом.
Окружность является примером алгебраической линии второго порядка. В дальнейшем покажем, что, кроме окружности, существуют и другие алгебраические линии второго порядка.




Отметим, что существует бесконечное множество неалгебраических линий. Так, линии, определяемые в прямоугольной системе координат  уравнениями y = sinx, y= tgx, y = lgx, у = ах (а = const0, а) и др., являются примерами неалгебраических линий. Действительно, если предположить, что какая-либо из этих линий алгебраическая, то по предыдущей теореме эта линия в любой аффинной системе координат, в том числе в системе , определяется уравнением вида (1), где F (х, у) — многочлен. Но это невозможно, так как можно доказать, что ни одна из функций sin x, tgx, lgx, ах не может быть представлена в виде многочлена.
2. Эллипс его свойства.




1. Эллипсом называется множество всех точек плоскости, сумма расстояний каждой из которых до данных точек  и  равна длине данного отрезка , причем .


Точки  и  называются фокусами эллипса, а расстояние между ними — фокальным расстоянием.





Если М — точка данного эллипса, то отрезки  и F2M называются фокальными радиусами точки М. Их длины также называются фокальными радиусами точки М. Пусть  = 2c, PQ = 2a. Так как PQ> , то а>с.


Из определения эллипса следует, что если точки  и  совпадают, то эллипс является окружностью радиуса а, В этом случае фокусы эллипса совпадают с центром окружности. Таким образом, окружность есть частный случай эллипса.








2. Найдем уравнение эллипса  в прямоугольной системе координат , где О — середина отрезка , a  (рис. 65). В выбранной системе координат фокусы  и  эллипса имеют координаты (с, 0), F2(— c, 0), поэтому фокальные радиусы произвольной точки М (х, у) эллипса равны:


,			(1)




По определению эллипса , поэтом . Запишем это уравнение в виде . Возводя его в квадрат и приводя подобные члены, получим: . Снова возводя в квадрат, после несложных преобразований получим:

		(2)


Итак, доказано, что координаты любой точки эллипса у удовлетворяют уравнению (2). Докажем обратное утверждение: каждая точка М, координаты которой удовлетворяют уравнению (2), принадлежит эллипсу , т. е. . Подставив в формулы (1) значение у2 из уравнения (2) и учитывая равенство (3), получим:


, .




Из уравнения (2) следует, что, и так как , то , , поэтому 


, .			(4)


Следовательно, , т. е.  Итак, уравнение (2) является уравнением эллипса. Оно называется каноническим уравнением эллипса.




Замечание. Если фокусы  и  совпадают, то с = 0, поэтому, как следует из (3), . В этом случае уравнение (2) принимает вид: . Этим уравнением задается окружность радиуса а с центром в начале координат. Это полностью согласуется с утверждением, что окружность есть частный случай эллипса.







3. Используем каноническое уравнение (2) для изучения геометрических свойств эллипса . Если   удовлетворяют уравнению (2), поэтому , , следовательно, , [image: ], т. е. все точки эллипса принадлежат прямоугольнику , изображенному на рисунке 66.


Если , то  поэтому точка О является центром симметрии эллипса. Ниже будет доказано, что эллипс не имеет других центров симметрии.



[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 056.jpg]Если , то , то . Отсюда следует, что прямые Ох и Оу являются осями симметрии эллипса.








Можно доказать, что эллипс, отличный от окружности, не имеет других осей симметрии. В этом случае прямая, проходящая через фокусы, называется первой или фокальной осью симметрии, а перпендикулярная к ней ось — второй осью симметрии. Каждая ось симметрии пересекается с эллипсом в двух точках: , , , . Эти точки называются вершинами эллипса. Отрезки  и  называются соответственно большой и малой осями эллипса. Центр О эллипса является общей серединой этих отрезков. Очевидно, , . Эти числа называются соответственно большой и малой полуосями эллипса.




Чтобы получить представление о виде эллипса, заданного уравнением (2), следует построить несколько точек эллипса. При этом достаточно рассмотреть точки, лежащие в первой четверти, так как эллипс симметричен относительно осей координат. Для точки  первой четверти  имеем:. При возрастании х от 0 до а ордината у точки М убывает от  до 0. Эллипс изображен на рисунке.



[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 057.jpg]4. Эксцентриситетом эллипса называется число , где с — фокальное расстояние, а  — большая полуось. Отсюда следует, что . Эксцентриситет равен нулю тогда и только тогда, когда с = 0, т. е. когда эллипс является окружностью.

Выясним, как зависит форма эллипса от эксцентриситета. Для этой цели выразим отношение  через эксцентриситет:

.
Отсюда получаем:

.					(5)








Рассмотрим систему эллипсов, имеющих одну и ту же большую ось, но разные эксцентриситеты. Из соотношения (5) следует, что, чем больше , тем меньше , и при , стремящемся к единице, число  стремится к нулю. Из этого соотношения также следует, что, чем меньше , тем больше , и при , равном нулю, , т. е. эллипс является окружностью. Таким образом, с увеличением эксцентриситета уменьшается «ширина» эллипса, и он делается более продолговатым. На рисунке 68 изображены эллипсы, эксцентриситеты которых удовлетворяют неравенствам: 
[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 058.jpg]5. Определение эллипса позволяет указать простой способ его вычерчивания. Отметим на бумаге две точки в качестве фокусов эллипса. Возьмем кусок нити длиной 2а и концы ее закрепим в фокусах эллипса. Если оттянуть нить кончиком карандаша, как показано на рисунке 69, и передвигать карандаш, держа все время нить натянутой, то карандаш начертит эллипс с данными фокусами, длина большой оси которого равна 2а.






Рассмотрим способ построения точек эллипса с помощью циркуля и линейки, если заданы его оси  и . На отрезках  и  как на диаметрах построим две концентрические окружности  и  (рис. 70, а). Проведем ряд радиусов большой окружности. Через их концы проведем прямые, параллельные малой оси, а через точки пересечения этих радиусов с меньшей окружностью — прямые, параллельные большой оси. Тогда точки пересечения прямых, соответствующих одному и тому же радиусу, будут точками эллипса с заданными осями.





Для обоснования этого способа построения выберем прямоугольную систему координат, как показано на рисунке. Пусть h — произвольный луч с началом  и  — точки пересечения этого луча с окружностями  и , а точка М (х, у) 






— одна из построенных точек. Обозначим через t угол между лучами  и . Тогда точки  и М2 имеют координаты (a cos t, a sin t), M2 (b cos t, b sin t). Так как точки М и  имеют равные абсциссы, а точки М и  — равные ординаты, то
х = а cos t, y = b sin t .				(6)




Из равенства (6) получаем: , т.е. построенная точка М — точка эллипса  с осями  и .


6. Уравнения (6) называются параметрическими уравнениями эллипса , заданного каноническим уравнением (2). Этот термин объясняется тем, что для любого значения параметра t точка М (х, у), координаты которой определяются уравнениями (6), принадлежит эллипсу , так как

.

Можно доказать обратное утверждение: если , то всегда найдется такой параметр t, что выполняется равенство (6).
3. Гипербола и ее свойства.




1. Гиперболой называется множество всех точек плоскости, абсолютное значение разности расстояний каждой из которых до данных точек  и  равно длине данного отрезка PQ, причем PQ<.




Точки  и  называются фокусами гиперболы, а расстояние между ними — фокальным расстоянием. Так как >PQ>0, то фокусы гиперболы — различные точки.

Если М — точка данной гиперболы, то отрезки  и F2M называются фокальными радиусами точки М. Их длины также называются фокальными радиусами точки М.




Пусть  = 2c, PQ = 2a. Так как PQ<, то а<с.








2. Найдем уравнение гиперболы  в прямоугольной системе координат , где О — середина отрезка . a . В этой системе координат фокусы  и F2M гиперболы имеют координаты (с, 0), F2(— c, 0), поэтому фокальные радиусы  и F2M точки М вычисляются по формулам:


,			(1)


По определению гиперболы , поэтому 
Запишем это уравнение в виде

.
Возводя его в квадрат и приводя подобные члены, получаем:

.
Снова возводя в квадрат, после преобразований получим:

,					(2
где

.						(3)



[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 059.jpg]Итак, доказано, что координаты любой точки гиперболы  удовлетворяют уравнению (2). Докажем обратное утверждение: каждая точка М, координаты которой удовлетворяют уравнению (2), принадлежит гиперболе , т. е. . Подставив в формулы (1) значение у2 из уравнения (2) и учитывая равенство (3), получим:


, .


Из уравнения (2) следует, что, и так как , то





Следовательно, а, т. е. . Итак, уравнение (2) является уравнением гиперболы . Оно называется каноническим уравнением гиперболы.






3. Используем каноническое уравнение (2) гиперболы  для изучения ее геометрических свойств. Если , то (х, у) удовлетворяют уравнению (2), поэтому . Следовательно, либо , либо . Значит, внутри полосы, образуемой прямыми  и А2М2, изображенными на рисунке, нет точек гиперболы.




Так же, как и в случае эллипса, можно доказать, что точка О являемся центром симметрии гиперболы, а прямые Ох и Оу — осями симметрии. Центр симметрии называется центром гиперболы, ось симметрии, проходящая через фокусы, — первой или фокальной осью симметрии, а перпендикулярная к ней ось, проходящая через центр, — второй или мнимой осью симметрии. Фокальная ось симметрии пересекает гиперболу в двух точках . Вторая ось симметрии не пересекает гиперболу. Точки  и  называются вершинами гиперболы, а отрезок  — действительной осью. Числа, а и b называются соответственно действительной и мнимой полуосями гиперболы.




4. Рассмотрим взаимное расположение прямой , проходящей через центр О гиперболы , заданной уравнением (2). Зададим прямую  в системе координат  уравнением с угловым коэффициентом: y = kx. Подставив значение у в уравнение (2), после элементарных преобразований получим:

.	(5)


Корни этого уравнения являются абсциссами точек пересечения прямой  с гиперболой[image: ] .


 б)	Если , то уравнение (5) имеет мнимые решения, поэтому прямая  не пересекает гиперболу.


[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 059.jpg]в)	Если , то уравнение (5) не имеет решений, т. е. прямая  также не имеет общих точек с гиперболой.








[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 060.jpg]Итак, пришли к выводу, что прямая y = kx пересекает гиперболу (2) в том и только в том случае, когда , т. е. когда . Так как , а  — угол, образованный прямой  с осью Ох, то	 . Следовательно, все точки гиперболы лежат во внутренних областях тех вертикальных углов, которые на рисунке заштрихованы. Таким образом, гипербола имеет две ветви, одна из которых расположена в области  (правая ветвь), а другая — в области  (левая ветвь). Ясно, что эти ветви симметричны относительно центра симметрии и осей симметрии гиперболы.






5. Рассмотрим тот случай взаимного расположения прямой , проходящей через центр О, и гиперболы , когда в уравнении(5) b2 — k2a2 = 0. Здесь уравнение (5) не имеет решений. Этому случаю соответствуют две прямые  и  с угловыми коэффициентами: , . Эти прямые называются асимптотами гиперболы.






Выясним, как расположены ветви гиперболы относительно ее асимптот. Пусть  — произвольная точка гиперболы, лежащая в первой четверти , а — точка асимптоты , заданной уравнением . Найдем длину отрезка 

Отсюда, умножив числитель и знаменатель на , получаем 

.
[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 061.jpg][image: C:\Users\1\Pictures\2015-03-04\001.jpg]При неограниченном возрастании абсциссы х точки М гиперболы длина отрезка MN, монотонно убывая, стремится к нулю, т. е. точка М неограниченно приближается к асимптоте. Это свойство дает наглядное представление о расположении гиперболы относительно асимптоты. На рисункеизображена гипербола с асимптотами.


6.	Эксцентриситетом гиперболы называется число  Так как , то эксцентриситет гиперболы больше единицы.Рис. 8

Рис. 74





Выясним, как зависит форма гиперболы от ее эксцентриситета. Из формулы (3) получаем:  или , где  — угол между осью абсцисс и асимптотой. Отсюда следует, что, чем больше эксцентриситет, тем больше , т. е. тем больше гипербола «вытянута» вдоль своей мнимой оси. На рисунке 74 изображены гиперболы, эксцентриситеты которых удовлетворяют неравенствам: .








7.	Гипербола, полуоси которой равны , называется равносторонней. Ее каноническое уравнение имеет вид: (рис. 8). Так как , то , поэтому эксцентриситет любой равносторонней гиперболы равен . В этом случае асимптоты гиперболы имеют уравнения: у=х, у=—х. Они содержат биссектрисы координатных углов и поэтому взаимно перпендикулярны. Если их принять за оси прямоугольной системы координат, то в этой системе равносторонняя гипербола имеет уравнение  или , где . Таким образом, равносторонняя гипербола является графиком функции обратной пропорциональности.






8.	Рассмотрим способ построения точек гиперболы, если она задана фокусами  и  и действительной осью .Начертим окружность произвольного радиуса с центром , а затем радиусом, большим на ; начертим другую окружность с центром в точке . Точки пересечения этих окружностей, очевидно, лежат на гиперболе. Выполнив аналогичное построение несколько раз (беря разные радиусы), получим ряд точек, принадлежащих гиперболе.
2. Парабола и ее свойства.
1. Параболой называется множество всех точек плоскости, расстояние каждой из которых до данной точки F равно расстоянию до данной прямой d, не проходящей через точку F.
Точка F называется фокусом параболы, а прямая d — директрисой. Расстояние от фокуса до директрисы называется фокальным параметром параболы и обозначается через р. Очевидно, p = FD, где D — проекция точки F на прямую d.





Найдем уравнение параболы у в прямоугольной системе координат , где О — середина отрезка DF, a . В этой системе координат фокус F имеет координаты , а директриса d — уравнение . Пусть М (х, у) — произвольная точка плоскости. Вычислим MF и :


,.				(1




Если , то , поэтому  = . Возведя обе части в квадрат получаем:

.					(2)



[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 063.jpg]Итак, доказано, что координаты любой точки параболы  удовлетворяют уравнению (2). Докажем обратное утверждение: каждая точка М, координаты которой удовлетворяют уравнению (2), принадлежит параболе , т. е. .

Подставив в первую из формул (1) значение  из (2), получим:



. Следовательно, , т.е. .
Уравнение (2) называется каноническим уравнением параболы.





2. Используем каноническое уравнение (2) параболы  для изучения ее геометрических свойств. Из уравнения (2) следует, что все точки параболы  принадлежат полуплоскости . Если , то .т. е. прямая OF является осью симметрии параболы. Точка О пересечения этой оси с параболой называется вершиной параболы.






[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 066.jpg]Оси выбранной системы координат имеют только одну общую точку с параболой — ее вершину. Докажем, что любая другая прямая , проходящая через точку О, пересекает параболу в двух точках. Действительно, зададим прямую  уравнением с угловым коэффициентом . Подставив значение у в уравнение (2), получаем: k2x2 = 2px, или (k2x—2р) х = 0.  При  прямая  имеет две общие точки с параболой: 0(0, 0) и .


Если точка М (х, у) перемещается на параболе так, что абсцисса х неограниченно возрастает, то и  неограниченно возрастает. Парабола изображена на рисунке 9. Нетрудно доказать, что, чем больше фокальный параметр параболы, тем больше парабола «вытянута» вдоль оси Оу. На рисунке 78 изображены параболы, фокальные параметры которых удовлетворяют неравенствам: .
3. Определение параболы позволяет указать следующий способ вычерчивания ее части с помощью линейки, угольника и нити. Пусть F — фокус, a d — директриса параболы. Возьмем угольник и нить, длина которой равна большому катету угольника. Один конец нити закрепим в фокусе, а другой конец — в вершине острого угла К, противолежащего меньшему катету. Закрепим вдоль директрисы линейку и к 
ней приставим меньшим катетом угольник. Если перемещать угольник вдоль линейки, удерживая нить натянутой карандашом, как указано на рисунке, то острие карандаша будет описывать часть параболы. В самом деле, КН = КМ + МН и KH = KM + MF, поэтому MH = MF.
Рассмотрим теперь способ построения точек параболы с помощью циркуля и линейки. Пусть F — фокус, a d — директриса параболы. Проведем через точку F прямую, перпендикулярную директрисе. Построим ряд прямых, параллельных директрисе. Найдем две точки пересечения каждой из прямых с окружностью, центр которой находится в фокусе параболы, а радиус равен расстоянию от директрисы до соответствующей прямой. Полученные точки, очевидно, будут принадлежать параболе.
1. Общее уравнение линии второго порядка
1. Пусть дана аффинная система координат  и в этой системе координат точкой назовем любую пару чисел , взятых в определенном порядке, где ,  множество всех комплексных чисел. Точка называется действительной, если  – действительные  числа  и мнимой, если хотя бы одно из них не является действительным  числом. Множество всех действительных и мнимых точек называется комплексной плоскостью.
Две точки   и  называются комплексно-сопряженными, если их соответствующие координаты являются комплексно-сопряженными числами.
Пару точек  на комплексной плоскости называют отрезком с концами .
Середина отрезка с концами комплексно-сопряженных точках есть действительная точка.  
2. В аффинной системе координат  общее уравнение линии второго порядка имеет вид:

 – действительные числа не равные нулю одновременно.
Введем обозначения:




Причем .
Уравнение (1) запишется в виде уравнения (2):

2. Асимптотические направления
Пусть в аффинной системе координат  дана линия второго порядка  уравнением вида:

и прямая  параметрическими уравнениями

Найдем точки пересечения прямой  и кривой :





Направление, определяемое ненулевым вектором , называется асимптотическим направлением относительно линии , если прямая, параллельная вектору , либо имеет с линией не более одной общей точки, либо содержится в линии 
Направление, определяемое ненулевым вектором , является асимптотическим направлением относительно линии , заданной уравнением (1), тогда и только тогда, когда 

[image: ][image: ]Используя уравнение (5) легко найти асимптотические направления относительно линии второго порядка.
3. Центр линии второго порядка
Лемма. Дан вектор  неасимптотического направления относительно линии второго порядка, заданной уравнением


Для того чтобы точка  была серединой какой-нибудь хорды, параллельной вектору , необходимо и достаточно, чтобы

Точка  называется центром линии второго порядка, если она является она является центром симметрии этой линии. 
Теорема. Для того чтобы точка  была центром линии второго порядка, заданной уравнением (1), необходимо и достаточно, чтобы пара чисел  была решением системы:

Доказательство. Пусть точка  – центр линии второго порядка . Докажем, что  удовлетворяют системе (3).
Через точку  проведем две хорды неасимптотического направления, параллельные соответственно векторам  и . Так как  – центр линии второго порядка , то это точка является серединой каждой из проведенных хорд, тогда по лемме


Обратно, пусть  удовлетворяет системе, тогда из уравнения 

следует, что точка  – центр  линии второго порядка.
4. Касательная к линии второго порядка
	Если точка  является центр  линии второго порядка, то она называется особой точкой линии, в противном случае – обыкновенной точкой.
	Прямая, проходящая через обыкновенную точку  линии второго порядка, называется касательной к этой линии в точке  если она пересекает линию в двух совпадающих точках или целиком содержится в этой линии.
Теорема. В каждой обыкновенной точке линии второго порядка существует одна и только одна касательная. Если линия задана общим уравнением (1), то касательная в точке  этой линии имеет уравнение

Доказательство. Пусть прямая где, задана параметрическими уравнениями (2). Параметры точек пересечения  и  найдем из уравнения

Условие  означает, что

Уравнением касательной является уравнение
 
или уравнение

5. Диаметры линии второго порядка
Теорема 1. Множество середин всех хорд линии (1), параллельных вектору   неасимптотического направления, есть прямая, заданная уравнением (3).
Пусть в аффинной системе координат  дана линия второго порядка  уравнением вида:

Возьмем вектор  неасимптотического направления линии  и рассмотрим множество  всех точек плоскости, которые являются серединами хорд направления .
[image: ]








По лемме о координатах середины хорды точка  тогда и только тогда, когда

(2) – уравнение множества 
Уравнение (2) можно записать и так:

Вектор  не является вектором неасимптотического направления линии , тогда

тогда  – прямая линия.
Прямая  называется диаметром, сопряженным хордам, направление которых определяется вектором .
Свойства диаметров линия второго порядка.
1. Если линия второго порядка имеет центры, то каждый центр принадлежит любому диаметру линии.
2. Если дана центральная линия второго порядка, то любая прямая неасимптотического направления, проходящая через ее центр, является диаметром этой линии.
3. Любой диаметр нецентральной линии имеет второго порядка асимптотическое направление.
[image: ]Теорема 2. Если диаметр  центральной линии второго порядка является множеством середин хорд, параллельных диаметру , то диаметр  является множеством середин хорд, параллельных диаметру .
	Два диаметра центральной линии второго порядка называются сопряженными, если каждый из них делит пополам хорды, параллельные другому диаметру.
6. Главные направления. Главные диаметры
	Направление называется главным относительно линии второго порядка, если оно сопряжено с перпендикулярным направлением.
	Теорема 1. Относительно любой линии второго порядка, отличной от окружности, существуют два и только два главных направления. Относительно окружности любое направление плоскости является главным.
	Доказательство. Пусть в прямоугольной системе  линия задана общим уравнением (1). Ненулевой вектор  является вектором главного направления относительно этой линии тогда и только тогда, когда векторы  и  сопряжены. Откуда из уравнения (5) следует, что

 – формула нахождения главных направлений относительно линии второго порядка.
	Возможные случаи:
1) , .
Уравнение (1) запишется так:

2) , .
Уравнение (1) запишется так:

3) , .
	Уравнение примет вид уравнения окружности.
	Диаметр линии второго порядка называется главным, если он перпендикулярен сопряженным хордам.
[image: ]







Теорема 2. Центральная линия второго порядка, отличная от окружности, имеет два и только два диаметра; для окружности любой диаметр является главным. Нецентральная линия второго порядка имеет только один главный диаметр.

7. Классификация линий второго порядка
[image: ]









[image: ]
8. Приведения линии второго порядка к каноническому виду и построение ее точек
Для того чтобы привести уравнение (1) линии  второго порядка к каноническому виду и построить точки этой линии, необходимо выполнить следующее.
1). Найти корни характеристического уравнения:

2). Найти координаты векторов  и  по формулам:


3). Вычислить коэффициенты ,  по формулам:



и записать уравнение линии  в виде:

	4). Переносом начала координат получить каноническое уравнение линии .
	5). Построить систему координат  по координатам точки  и векторов  и  и затем построить точки линии  в системе по каноническому уравнению.
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Aeavmox GexTopy P (pi. Pr) HEACUMRTOTUMECKOO WARPAGACHUS, €CTs

K npanas, sadannas ypaskeniex (3).
E Tpsivas d KashBaeTch OUGMETDOM, CONPSAEHHMM XODLaM, Ha-
R NIpaBIIekHE KOTOPHIX ONIPEACASIETCA BEKTOPOM . BylleM TaKXKe FOBODHTS,

\TO_AMAMETp cOmpsKen BeKTOpY P.
2. PAcCMOTPHM HEKOTOpHe CBOWCTBA HAMETPOB AHHHH BTOPOTO MO~
K.
P Eeau aunus aropoco nopsdra uneer yenrpe, o kasedeat yerp
B npunadaeacur at06ouy duanetpy Aunu.
E O Tycth C(xo, yo) — USHTp AMNHH BTOPOTO mOpSAKA, 2 d — mpo-
B BOABHMA AwaneTp, sanawuuii ypaswenwew (2). Mo teopeme § 33
KOOpIWHATH TouKH C YAOBAETBOPIOT pasencTsan (3) § 33, nosTomy Ko-
opritary Lo C Ynosnersopsior ypaskermio (2). 1o oanauaer,
wro CE
Orciona caenyer MiTepeckbill BHBOA: €CTH AHHHA BTOPOTO MOPAAKA
B HMeeT GoJiee ueM OAHH UEHTP, TO OHA HMEET OJHH H TONLKO ONMH JHa-
E werp. B obulem ciysae AWKHA BTOPOro MOPRAKA MOKET MMeTh Gecko-
E lieunioe uHoAKecTBO AHaweTpo. Hucer ecto. Hanpumep
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TIo meMMe O KOOPIIHATAX CEpEINIHEI Xopiel Touka M(x,y) € d Torma m

TOBKO TOTIA, KOTAa
(@43 X + 15 + Q10)Py + (@21X + @52y + az0)p, = 0 @)

(2) — ypaBHeHne MHOKecTEa d.

VpaBHeHIe (2) MOJKHO 3aIIICATh I TAK:
(a11P1 + @12P2)X + (@21P1 + @32D)Y + yoPy + Az0P; = 0 3)

BexTop (s, P,) He ABIAETCH BEKTOPOM HEACHMITOTITIECKOTQ
'HANpABTHIIS IIHIN ¥, TOTIa

(@1 % + a2y + as0)ps + (@2 X + azy + az0)p; # 0,

Torxa d — IpsMast THHIA.

TIpsmas d HASHIBATCS OUAMEMPOM, COTPSIKEHHEIM XOpIiaM, HAIDABIeHIe
KOTOPBIX OIIpeeNsieTcs BeKTOpOM .

CBoiiCTBa JIAMETPOB MIHILT BTOPOTO MOPSIIKA.

1. Ecmm MIHHIA BTOPOTO MOPSAIKA NMEET NEHTPsl, TO KakKIBli MeHTp
TIPHHAIVIEANT MOGOMY IITAMETPY ITHIIL

2. Ecn JaHa IeHTpanbHAs JNHIA BTOPOTO MOPAIKA, TO T00As HpaMas
‘HEACHMITOTIYECKOTQ HANpABIEHNL, NPOXOIAMAT Hepe3 ee WEHTP, ABIAETCS
JIAMETPOM 5TOf KT

3. JlioGoil IMAMETp HEIEHTPATBHOM IIHIN IMeeT BTOPOTO MOPSIKA
aCHMITTOTII4eCKOe HAABTEHIIe.

Teopema 2. Ectu ouavemp d, yeHmpamsHoil TUHUU 6mOpo20 Nopadka
AGTACMCA MHOXCECIIEON CEPeOUH XOPO, NApaITeTsHbL Ouavempy da, mo duaviemp
d, AGTAEMCA MHOMNCECMEONM Cepedur XOpO, napamneTsHbix ouasbmpy d,.

@ Kwrare x

D | @ reower x
<« C @

@ wrerer x | @ kuslek x | B Mowmal x | @ s

() hitps://bookree.org/reader?file=12210348,pg=100 A s

TIpumennm 570 cBOACTBO K Napabone, KOTOPas ABARETCS HEUEHTPAb-
kol nukmed. Bce AMaMeTPH NApaGOIL MMEIOT ACHMITOTHYECKOR Ha-
npasnenwe. Ecin napabona 3anama KAHOHHUECKHM yDABHeHHeM
4 =2px, TO ypaBHeHHe IMAMETDE, CONPAKEHHOTO BEKTOPY § (g1, q2),

umeer BHA (3): Gay—pqi =0 MAM, Tak Kak qe70, y—y:—':D. Tast

060ro BekTopa 7 STa mpAMas wueer anpasaene ocu Ox. O6PaTHO,
moGas npamas y—A=0, umeowas Fanpasienue ock OX, SBAAETCH
AMaMeTpoM Napadonsi. eCTBHTEALHO, IUAMETD, COPSKEHHBIH BEKTOPY
(A, p), cosnaaer ¢ npamoit y—A=0.

3. Teopema 2 Ecau duaserp d\ 4ewTpassHoil AuWUL GTOPOZO
nOpAOKA ABARETCA NHOIECTEOM Cepedun X0pO, NAPaIAeAbHMX Oua-
werpy dz, 10 Ouamerp d; AsARETCA MHOMECTEOM cepedur x0pd, na-
pasiensieix duanerpy di.

O Tlycrs auamerp d; conpsixen bekropy P, a auamerp d — Bek-
T0py § (puc. 92, a). Tlo yenosuio Teopemtt pllds. Jokakes, uto glld:.
Jlnawerp d; Wmeer ypashenue qi (@ix+aioy+ o)+ gz (aax+azy+
“Fau)=0 (cM. Gopuyny (2). Bextop j— wanpasimousii sextop
5TOf MpsNOH, M0STOMY

41 (@upr+a12p2)+ g2 (anpi+ azp2) =0,

P1(@1g1+81292)+ p2 (2191 + aznga)=0.

e — ey
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3 JlBa uIaMeTpa IIeHTPalbHOIl IHHMHN BTOPOTO IOPAIKA HA3BIBAIOTCS

= CONPAKCEHHLIMY, €CTH KAKIBIT 113 HIX JETHT TONONaM XOpIIEl, MApalTelsHEe
] IIpyTOMY JHAMeTpy.
o 6. T1aBHbIe RanpaB/enns. [1aBHbIE THAMETPS

] ‘HanpaBIIeHIle Ha3bIBACTCS 21a6HbLM OTHOCHTENBHO IHHI BTOPOTo MOPSUIKA,
€CIIIT OHO COMPAXEHO C NIePIEHIIIKYAPHBMM HATPABIEHIIEM.

Teopema 1. OmHocumenLHo 11060i TUHIL €MOPO20 NOPAOKG, OMIUNHON oM
OKpYOHRCHOCIY,  CYWeceyiom  06a U MOTHKO 06A  2TAEHLIX HAMPAETEHI.

K OmHOCUMENLHO OKPYHCHOCHIL TH0GOE HANPABTEHUE NIOCKOCIY AETACMCA 21AGHBLIL
E Joxazamenscmeo. TIyeTs B nparoyeotsHoil cicteme Off NS 3axaHa
. obuun ypapHermen (1). Hemyleoli BeKTop p(py,p,) SBIAETCS BEKTOPOM

TJIABHOTO HANpAB/IeHNA OTHOCHTENHHO 3TOif JIIHII TOTJa I TOIBKO TOI/a, KOrua
BEKTOPS (P, P;) 1 §(—Ps, Py) COMpIKEHBI. OTKyIa I3 YPABHEHIN (5) CTeyeT,

: “To
, (@22 = @)Dz + @i (P —p2) = 0 [©]
H (1) — OpMyTa HAXOKISHIA TTABHEIX HAPABEHILT OTHOCHTEITBHO TIHIIN BTOPOTO Puc. 9
B TOpAIKA. -
o _ . Myers d — raasuei auamerp, a p(pi, ps) — BeKTOp, napaineds-
B BoamoxHbre cayan: Hblfl conpsKeHHBIM XopaaM. HanpapieHue BeKTopa p cOMpHiKeHo ¢
] Dag, #0,p, #0. HaNparaenem AHANETPA d, MOSTOMY p HMEET rMapHOE Hampaienie,
B VpasHenre (1) 3aMIIIeTcs Tak: a, CAE10BATEABHO, H AHAMETD d MeeT TaBHOE HANpaBaexie. OOPaTHO,
E 5 CCAH [ — BEKTOP TNABHOTO, HO HCACHMITOTHYECKOTO HANPABACHHS, TO
o K23, + (0 — gk — a5 = 0 @ CONprRGHIGR Guy BREMETD NEpNeRNKYARpEN X deMy, MOSTOMY D-
E 2)ay, =0, a5, — ay; # 0. ARETCA TnaBHbM AHameTpow. MITaK, A1A HAXOMCLHHA TAGBHbX AHa-
4 Vpaentre (1) 3aMIeTcs TaK: METPOB CllelyeT MaiTH BCe [MaBHBIE, HO He ACHMITOTHYECKHe HApas-
ACHHA MGHHOR AMKWH. [IHAMETPbL, CONPSKCHHBIE STHM HANPABACHHAM,
] Pip2 SBISIOTCS TAABHEIM.
B 3)a;; =0,a;, —a;, =0. Teopema 2. I[eNTPAAbAAS AUKUA 6TOPO20 NOPAGKA, OTAUNHAA
: V/paBHeHIIe TIIMeT BIIX YPABHEHITS OKPYHOCTIL. OT OKpYXHOCTU, uMeeT 06Q u TOAKO 06Q 2AGBHLLX OUAMETPA; 04
i OKpyIHOCTU A10GOU _OUGMETD AoARETCR 2AasuM. Heuentparsnas
E JluaveTp NI BTOPOTO NOPSIKA HASHIBACTCH 21G6HBLM, ECTH OH AUHUS 6T0PO20 NOPAOKA UMEET TOALKO OOUR 2AGGHMA OUANETP.
3 TepIIeHIIKYILIpeH CONPS/KEHHEIM XOPIaM. O a) [lycTb y — UeHTPaibHAA JAHHMA BTOPOrO NOPHAKA, OTAHY-
| Has oT okpyiHocTH. [To Teopeme | OHa HMeeT 1Ba M TOJAbKO 4Ba
] NABHBX HATIPABACHNS. DT HANPABACHHS HE ABASIOTCH ACHMITOTH-
B ueckumu (§ 35, n. 4). [103TOMy AHAMETpbI, COMpSIKEHHbIE XOPAAM STHX
: HanpaBAesHi, ABSIOTCH IABHBIMH LHAMETPAMH.
B 6) OKpYKHOCTb AABISIETCA JMHHEH SIIMNTHYECKOTO THNA, NOSTOMY

He MMeEET ACHMNTOTHUECKHX HanpasieHufl. Tak kak moGoe Hanpasie-
HHe 715 OKDYMHOCTH FBIAICTCA TNABHBM, TO MOGOH 1HAMETD OKDYX-
HOCTH SBASETCS TAABHbBIM HAMETPOM.

8) TIyCTb p — BEKTOp ACHMIITOTHYECKOTO HATIPABIEHKS HELCHTPATH-
Holi IMHHH BTOPOTO NOPSIKE Y, 8 g ~< NEPUEHTHKYIAPHLA K HEMY He-
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obumm ypasermem (1). Hemylesoii Bextop H(p,p,) ABIASTCS BEKIOPOM
TJIABHOTO HANpAB/IeHNA OTHOCHTENHHO 3TOif JIIHII TOTJa I TOIBKO TOI/a, KOrua
BEKTOPS (P, P;) 1 §(—Ps, Py) COMpIKEHBI. OTKyIa I3 YPABHEHIN (5) CTeyeT,
"0

(@22 = @)Dz + @i (P —p2) = 0

1)

(1) — popMyTa HAXOAICHIIA [TABHSTX HATPABICHII OTHOCHTEBHO IR BTOPOTO

TopsuIKa.

'BO3MOXHBIE CITyaIL:
Da, #0.p, #0.

@)
2)a;; =0, —a;, #0.
‘VpapHerme (1) 3ammeTcs TaK:

Piv2
3)a;; =0, —a;, = 0.

"VpaBHEHIIe IIPIMET BIUI YPABHEHIIS OKPY/KHOCTIL

JlnameTp JNHIN BTOPOTO TOPSIKA HA3BIBASTCA 21AEHLIM, €CTH OH
TepIeH/INKY/IAPEH CONMPSKEHHEIM XOPIaM.

a

Teopema 2. L{ewmpaias IuHus €mopozo nopaoKd, OMIIUUHGS oOm
OKpyHeHOCIL, UMeem dga U MOTHKO d6a duarempa; 014 OKPYICHOCHI 10GOI
Ouaremp e1remca 21aenviv. HeyeHmpaHas Munus emopozo nopadka wieem
monLKo 0duH 2raensil duaremp.

7. KnaccHUKRANHs THAAIH BTOPOTO MOPSAIKA

B -6 = Nexwyan 6 - Word (CBofs akrnsauian npoaykTa) O | @ reover x Kerae x| ) wypcrec X |l kurslek x | [ Mowrah x | @) hetpszc x | +
ouin [EERR ccove  Awsin Maxer  Cownon  Paccumor  Peuerswpossnne  Bua Broa | S Ouwii ocryn N
e ven m E 2 < C M @) https;//bookree.org/reader?file=12210348pg=106 A e =
imes New Roman - - » R T ORI Uy ) AL B RN KA E
ﬁ T E Docnarned | | == AaBGBsIT, | AaBGBeT, AabOBE anvn v. Tlo Teopeme 2§ 36 B AaHHOM CAyuae AWHHA HMEET TOABKO
B A A | KA D Qb 1 Bes e, Zaronoso.. | PeAdTHpOSaNME OuH rnaBubll AHAMETp, KOTOpHIF COBNAAET ¢ 0chlo OF  compsKeR
- & © XOpaaMH, napainenbubiv Bektopy j’. [lycTb ypaBHene MMM 7
Bybep obmena Wpngr n A6saL = Crunn L) 8 cucteme O'F'j” umeer ua (2). Torna af;=0, Tak Kak BeKTop i’ HMeeT
R I CARE SRRE PRY FRRE SN N TRE SHRT PREINET U SRR SRR IR SR cHMTTOTHECKOR  HATIpABACINE; a0 W Gfym0. 1a  Kak och

aenyte —— raapisit nawerp. Tauu o6pasow, ypasieine (2) uiieet un:

atay' +2afox’ +ago=0. 3neck afo=~0, TaK Kak Touka O He mBAseTCH

LENTPOM UHyH Y (AHHHS Y He HMCET LEKTPOR). M3 ypasHeHHs BHAHO, 4TO

och adcunce nepecexaer amumo b Touxe (—o 0) . Ecan  nepe-
ato

HECTH HAYATO KOOPIMHAT B STY TOUKY, TO YPABHEHHE AHUH NPUHIMACT

BUN: afay?+2afox—0 maw yP=2px, rae p="o. 310 ypaswenne

napa6oas.
5. ViTak, CywecTBYIOT LeBATh THIOB AWHWA BTOPOro mopsaKa,

npeRcTaBACHHEX B CACAyiOle TAGAKLC.
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4. Mummetii saaunc
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K 5. TMapa nepecexao-
| WLHXCS APAMBIX

6. Mapa umusix ne-
pecexanlLuxcs
npAMbX

Ot uewtp, npn-
HaMeKawmi au-
i

§ 38. MpubeacHue YDABHEHIA AHHHH BTOPOTO NOPSAKA K KAHOKHIECKO-
My BUAY M NOCTPOGHHE CC TOUCK

1. B s7om naparpade paccuoTpHM NPHMEH MPHRCIEHHS ypaBesHs
MKMW BTOPOTO NOPAAKA K KaHOHAUECKOMY BHAY. CHAUANA PACCMOTDHM
7 obuyio cxemy, a aatem mepeiiaem K npumepa. [IycTh MHKRS BTOpOTO

] HOpSLAKE Y B NPAMOYrobHOM cucTeme koopuuwat Oij 3ajama oGumm
E VpasHeniex

C an Pexnama 0, n
4 rae aie+0. Ha Cramoananurukom 1« MpHMeM MX 3a
] Hanpasienus i) npocrol Kypes
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