[bookmark: _GoBack]Лекция 6. Отображение и преобразование множеств

Пусть X и У— непустые множества. Допустим, что каждому элементу х множества X поставлен в соответствие определенный элемент у множества У. Тогда говорят, что дано отображение множества X в множество У или дана функция. Эту функцию обозначают одной буквой, например буквой [image: ], и пишут так: [image: ]или [image: ]. Элемент [image: ]называют значением функции [image: ] для элемента [image: ] и обозначают через [image: ]. Множество X называется областью определения функции [image: ], а множество всех значений — областью значений функции. Область значений функции [image: ] обозначается через. [image: ] Ясно, что [image: ].
В геометрии, где приходится рассматривать множества X и Y самой различной природы, не обязательно числовые, чаще всего применяется термин «отображение», а не «функция».
Пусть дано некоторое отображение [image: ]. Элемент [image: ] называется образом элемента [image: ], а [image: ] — прообразом элемента [image: ]. Говорят также, что элемент [image: ] переходит в элемент [image: ] в отображении[image: ], и пишут: [image: ] или (следует учесть, что мы различаем стрелки [image: ] и [image: ]).
В этой главе рассматриваются только такие отображения, в которых области определений и значений являются множествами точек плоскости. Рассмотрим примеры таких отображений.
[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 081.jpg]П р и м е р 1. Пусть [image: ] — окружность, а АВ — ее диаметр (рис. 98). Каждой точке М окружности поставим в соответствие (ортогональную) проекцию [image: ] на прямую АВ. Получим отображение окружности [image: ] в прямую АВ: [image: ].
П р и м е р 2. Пусть ABC — треугольник, X — объединение отрезков АВ и ВС, а У — множество всех точек прямой АС. Каждой точке М множества X поставим в соответствие ее проекцию Mi на прямую АС. Получим отображение [image: ].
П р и м е р 3. Рассмотрим прямую [image: ] плоскости [image: ]. Каждой точке М плоскости [image: ] поставим в соответствие ее проекцию [image: ] на прямую а. Получим отображение [image: ].
П р и м е р 4. Рассмотрим эллипс [image: ] с центром О и окружность [image: ], которая имеет общие касательные с эллипсом в концах его малой оси (рис. 100). Каждой точке М окружности [image: ] поставим в соответствие точку [image: ] пересечения луча ОМ с эллипсом [image: ]. Получим отображение [image: ].
2.Пусть [image: ] — данное отображение.
1. Если для любых двух различных элементов [image: ] имеем:[image: ], то отображение [image: ] называется инъективным отображением или коротко инъекцией.
1. Если f(X)=Y, т. е. каждая точка множества Y является образом по крайней мере одной точки множества X, то f называется отображением множества X на множество Y или сюръективным отображением (сюръекцией).
1. Если отображение [image: ] одновременно является инъективным и сюръективным, то оно называется взаимно однозначным отображением множества X на множество Y или биективным отображением множества X на множество Y (коротко биекцией).
В приведенных в предыдущем пункте примерах отображение[image: ] (пример 1) не является ни инъективным [image: ] при [image: ] (рис. 98), ни сюръективным (например, точка Р прямой АВ не имеет прообраза). Отображение [image: ] (пример 2) является инъекцией (если [image: ], то [image: ], рис. 99), но не сюръекцией (точка Р не имеет прообраза). Отображение [image: ] (пример 3) является сюръекцией (каждая точка прямой а имеет прообраз), но не инъекцией. Отображение [image: ] (пример 4) является взаимно однозначным отображением окружности [image: ] на эллипс [image: ] (биекция).
Замечание. Из приведенных выше определений следует, что если [image: ] — произвольное отображение, то отображение [image: ] по закону [image: ]является сюръекцией. Точно так же, если [image: ] является инъекцией, то отображение [image: ] такое, что [image: ] является биекцией.
	3. Пусть [image: ] — биективное отображение. Тогда можно построить другое отображение [image: ] по закону [image: ], если y = f (x). Другими словами, в отображении [image: ] произвольный элемент у множества Y переходит в прообраз х этого элемента в отображении [image: ]. Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что [image: ] — взаимно однозначное отображение множества Y на множество X. Это отображение обычно обозначают через [image: ] и называют отображением, обратным к [image: ]
[image: ]
[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 085.jpg]
Таким образом, для любого биективного отображения [image: ] можно построить обратное биективное отображение[image: ], причем если y=f(x), то [image: ].
Отображение [image: ], рассмотренное в примере 4, является биективным, поэтому можно построить обратное отображение [image: ]. При этом отображении каждой точке [image: ] эллипса [image: ] ставится в соответствие точка N пересечения луча [image: ] с окружностью.
4. Если в отображении [image: ] множество Y=f(X)=X, то говорят, что дано отображение множества X на себя. Преобразованием (непустого) множества X называется любое биективное отображение множества X на себя. Рассмотрим примеры.
П р и м е р 5. Пусть [image: ] — окружность, заданная на ориентированной плоскости, а [image: ] — ориентированный угол, причем [image: ]<[image: ]. Рассмотрим отображение [image: ], при котором каждой точке М окружности [image: ] ставится в соответствие точка М' той же окружности так, что. Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в том, что [image: ] является преобразованием окружности [image: ].
Пример 6. Зададим на плоскости [image: ] точку О и рассмотрим отображение [image: ], в котором каждая точка М переходит в точку М', симметричную точке М относительно точки О (рис. 102). Если М и N — различные точки, то их образы f (М) и [image: ](N) различны, поэтому f — инъективное отображение. Мы замечаем, что любая точка М' плоскости служит образом некоторой точки М плоскости, т. е. отображение [image: ] сюръективно. Итак, [image: ] является преобразованием плоскости. Оно называется симметрией плоскости относительно точки О (центральной симметрией или отражением от точки О). Точка О называется центром симметрии.

image6.wmf
)

(

x

f


image7.wmf
)

(

X

f


image8.wmf
Y

X

f

Ì

)

(


image9.wmf
)

(

x

f

y

=


image10.wmf
x


image11.wmf
x


image12.wmf
y


image13.wmf
y

x

a


image14.wmf
®


image15.wmf
a


image16.jpeg




image17.wmf
w


image18.wmf
1

M


image19.wmf
AB

f

®

w

:

1


image20.wmf
Y

X

f

®

:

2


image21.wmf
a


image22.wmf
s


image23.wmf
a

f

®

s

:

3


image24.wmf
g


image25.wmf
g

w

®

:

2

f


image26.wmf
X

x

x

Î

2

1

,


image27.wmf
)

(

)

(

2

1

x

f

x

f

¹


image28.wmf
1

f


image29.wmf
)

(

)

(

(

N

f

M

f

=


image30.wmf
N

M

¹


image31.wmf
2

f


image32.wmf
)

(

)

(

(

N

f

M

f

¹


image33.wmf
3

f


image34.wmf
4

f


image35.wmf
)

(

:

1

X

f

X

f

®


image36.wmf
)

(

)

(

1

x

f

x

f

=


image37.wmf
)

(

:

1

X

f

X

f

®


image38.wmf
)

(

)

(

1

x

f

x

f

=


image39.wmf
X

Y

f

®

¢

:


image40.wmf
x

y

f

=

¢

)

(


image41.wmf
f

¢


image42.wmf
f


image43.wmf
f

¢


image44.wmf
1

-

f


image45.wmf
f


image1.wmf
f


image46.jpeg
Nl

My




image47.jpeg




image48.wmf
X

Y

f

®

-

:

1


image49.wmf
)

(

1

y

f

x

-

=


image50.wmf
g

w

®

:

4

f


image51.wmf
w

g

®

-

:

1

4

f


image52.wmf
1

N


image53.wmf
1

ON


image54.wmf
j


image55.wmf
j

p

<

-


image2.wmf
Y

X

f

®

:


image56.wmf
p


image57.wmf
w

w

®

:

f


image58.wmf
s


image59.wmf
s

s

®

:

f


image60.wmf
f


image61.wmf
f


image62.wmf
f


image3.wmf
Y

X

f

¾

®

¾


image4.wmf
Y

y

Î


image5.wmf
X

x

Î


