[bookmark: _GoBack]Лекция 7. Движения на плоскости
Преобразование плоскости сохраняет расстояния, если расстояние между любыми двумя точками А и В плоскости равно расстоянию между их образами A' и В', т. е. АВ = А'В'.
Преобразование плоскости, сохраняющее расстояния, называется движением (или перемещением).
Наиболее простым примером движения является тождественное преобразование плоскости, т. е. преобразование, при котором каждая точка плоскости переходит в себя. Рассмотрим другие примеры движений.
[image: C:\Users\1\Pictures\2015-01-15 има\има 086.jpg]Пример 1. Возьмем вектор [image: ], параллельный плоскости [image: ]. Каждой точке [image: ] поставим в соответствие точку М' так, чтобы [image: ]. Мы получаем некоторое отображение [image: ], которое, очевидно, является преобразованием плоскости [image: ]. Оно называется параллельный перенос на вектор [image: ]. Вектор [image: ] называется вектором переноса (рис. 5). Нетрудно заметить, что если [image: ], то параллельный перенос — тождественное преобразование.
Докажем, что параллельный перенос является движением. Пусть М[image: ] и М2 — две точки плоскости, a М[image: ] и М2 — их образы. Тогда [image: ], [image: ], поэтому [image: ]. По лемме о равенстве векторов (пункт 3, п. 1) [image: ], следовательно, [image: ] (см. рис. 103). Таким образом, при параллельном переносе сохраняются расстояния, т. е. параллельный перенос — движение. Пример 2. Рассмотрим симметрию f плоскости относительно некоторой точки О (см. пример 6 из пункта 39). Она, очевидно, является преобразованием и сохраняет расстояния, так как если М[image: ] и М2 — две точки, [image: ] и [image: ] a — их образы, то [image: ] и [image: ], поэтому [image: ] (рис. 102). Отсюда следует, что [image: ], т. е. f — движение.Рис.5

2. Упорядоченную тройку точек А, В, С плоскости, не лежащих на одной прямой, называют репером и обозначают так:[image: ][image: ] Точки А, В и С называются вершинами репера, причем точка называется его началом. Репер называется аффинным, если треугольник ABC произвольный, и ортонормированным, если угол А прямой, а АВ = АС=1.
Пусть на плоскости дана система координат [image: ]. Отложив от точки О векторы [image: ], получим репер [image: ], о котором мы скажем, что он соответствует системе координат [image: ]. Если данная система координат аффинная, то R — аффинный репер, а если система координат прямоугольная, то репер R ортонормированный. Обратно, если дан репер [image: ], то можно построить систему координат [image: ], где [image: ], которой соответствует репер R. В дальнейшем будем говорить, что точка М в репере R имеет координаты (х, у), если (x, у) — координаты точки М в соответствующей системе координат [image: ]. Вообще в геометрии не делают различия между репером и системой координат.
Докажем, что В любом движении репер переходит в репер, в частности ортонормированный репер — в ортонормированный репер. В самом деле, пусть (А, В, С) — данный репер, а А', В', C' — образы соответственно точек А, В и С. Так как точки А, В и С не лежат на одной прямой, то АВ<АС + СВ, ВС<ВА+АС, СА < СВ + ВА. Движение сохраняет расстояния, поэтому А'В' < А'C' + C'В', В'С < В'А'+А'C', C'А' < C'В' + В'А'. Отсюда следует, что точки А', В', C' не лежат на одной прямой, т. е. (А', В', C') — репер. Если (А, В, С) — ортонормированный репер, то по теореме Пифагора АВ2 + АС2 = ВС2, поэтому А'В'2+А'С'2 = В'С'2. По теореме, обратной теореме Пифагора, [image: ]А'В'C' прямоугольный. Далее, А'В' = АВ = 1, А'С' = АС=1. Таким образом, (А', В', C') — ортонормированный репер.
3. Докажем следующую основную теорему.
Теорема 1. Пусть R = (A, В, С) и R' = (А' В', C') — произвольные ортонормированные реперы плоскости [image: ]. Тогда существует одно и только одно движение, которое репер R переводит в репер R'. При этом движении любая точка М с данными координатами в репере R переходит в точку М' с теми же координатами в репере R'.
□ 1) Докажем сначала, что существует движение, которое репер R переводит в репер R'. Построим отображение [image: ] следующим образом. Произвольной точке М с координатами х, у в репере R поставим в соответствие точку М' с теми же координатами в репере R'. Ясно, что [image: ], [image: ] и [image: ]. Отображение [image: ] является взаимно однозначным отображением плоскости на себя, т. е. является преобразованием плоскости [image: ]. Докажем, что g сохраняет расстояния. В самом деле, пусть М[image: ] и М2 — произвольные точки плоскости, которые в репере R имеют координаты [image: ] и [image: ]. Тогда [image: ]. Образы [image: ] и [image: ] точек М[image: ] и М2 в репере R' имеют те же координаты: [image: ], [image: ],, поэтому [image: ] и, следовательно, [image: ]. Таким образом, g — движение, которое переводит репер R в репер R'.
2) Докажем теперь, что g — единственное движение, которое переводит репер R в репер [image: ]. Допустим, что это не так, т. е. существует другое движение f, такое, что R' = f (R). Тогда на плоскости существует такая точка М, что образ [image: ] этой точки в движении g не совпадает с образом М2 той же точки в движении f. Так как [image: ]и [image: ], TO [image: ], поэтому А'[image: ]=А'М2, т. е. точка А' равноудалена от концов отрезка [image: ]М2. Точно так же можно доказать, что точки В' и С' равноудалены от концов отрезка [image: ]. Таким образом, точки А', В' и C' лежат на серединном перпендикуляре отрезка [image: ], т. е. на одной прямой, что противоречит определению репера.
Итак, g — единственное движение, которое репер R переводит в репер R'. При этом движении точка М (х, y)R переходит в точку [image: ] 
4. Пользуясь этой теоремой, выясним, в какие фигуры переходят в движении прямая, полуплоскость, отрезок, луч и угол.
1°. Движение переводит прямую в прямую, а параллельные прямые — в параллельные прямые.
Выберем ортонормированный репер R и рассмотрим его образ в данном движении. Тогда R' также ортонормированный репер (п. 2). Пусть прямая d в репере R определяется уравнением [image: ]. Образ [image: ] этой прямой (т. е. множество образов всех точек прямой d) в репере R' определяется тем же уравнением, поэтому является прямой (теорема 1 пункта 21).
Рассмотрим теперь параллельные прямые [image: ] и d2 и их образы [image: ] и d'2. Если предположить, что прямые [image: ] и d'2 имеют хотя бы одну общую точку М', то прообраз М этой точки лежит как на прямой [image: ], так и на прямой d2. Таким образом, прямые [image: ] и d2 имеют общую точку М; это противоречит условию.
2°. Движение переводит полуплоскость с границей, а в полуплоскость с границей а', где а' — образ прямой а.
Пусть [image: ] — данная полуплоскость с границей а, а [image: ] — образ полуплоскости [image: ] в движении g. Если прямая а в репере R имеет уравнение [image: ], то по теореме 2 пункта 21 полуплоскость [image: ] определяется неравенством
[image: ] (или [image: ]).	(1)
Множество [image: ]' в репере R', где R'=g(R), определяется тем же неравенством (1). Отсюда следует, что [image: ]' — полуплоскость с границей а', где a' = g(a).
Отношение [image: ], в котором точка С делит отрезок АВ (см. пункт 12), называется простым отношением трех точек А, В, и С и обозначается так: [image: ]=(АВ, С).
Докажем следующее важное свойство.
3°. Движение сохраняет простое отношение трех точек прямой.
Пусть в репере R три произвольные точки одной прямой имеют координаты [image: ].
Если [image: ]=(АВ, С), то по формулам (3) из пункта 12
[image: ].
Если R'—образ репера R, то образы А', В', C' точек А, В, С в репере R' имеют координаты [image: ] Равенства (2) показывают, что точка C' делит отрезок А'В' в отношении [image: ], т. е. (А'В', С') =[image: ]. Таким образом, (АВ, С) = (А'В', C').
Точка С лежит между точками А и В тогда и только тогда, когда  (АВ, С)>0, поэтому из свойства 3° следует утверждение.
4°. Движение сохраняет отношение «лежать между».
Если (АВ, С)>0, то точка С лежит на отрезке АВ, а если (АВ,С)<0, то точка С лежит на прямой АВ, но вне отрезка АВ. Отсюда и из свойства 3° следует утверждение.
5°. Движение переводит отрезок АВ в отрезок А'В', где А' и В'— образы точек А и В. При этом середина отрезка АВ переходит в середину отрезка А'В'.
Используя предыдущие свойства, предлагаем читателю самостоятельно доказать следующее утверждение.
6°. Движение переводит луч в луч, а угол — в угол.
В заключение рассмотрим следующее важное свойство движений.
7°. Движение переводит угол в равный ему угол.
Пусть [image: ]АОВ — данный угол, а [image: ]А'О'В'— его образ, причем О', А' и В'— образы точек О, А и В: Если [image: ]AOB развернутый, то утверждение теоремы очевидно, поэтому рассмотрим случай, когда этот угол неразвернутый, т. е. (О, А, В) — репер. Тогда (О', А', В') также репер. Треугольники ОАВ и О'А'В' равны по третьему признаку равенства треугольников (ОА = О'А', ОВ = О'В', АВ = А'В'), поэтому [image: ]AOB=[image: ]A'O'B'.
Отсюда и из свойства 1° как следствие получаем утверждение.
8°. Движение переводит взаимно перпендикулярные прямые во взаимно перпендикулярные прямые.
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