Тема 1. Введение в анализ
План:
1. Действительные числа и числовая ось. Интервал.
2. Числовые последовательности и их пределы.
3. Функции.
4. Предел функции.
5. Непрерывность функции.

1. [bookmark: действительные]Действительные числа и числовая ось. Интервал. Мы начнем изучение математического анализа с рассмотрения действительных чисел. Напомним некоторые основные определения. 
Целые положительные числа 1, 2, 3, ... называются натуральными. 
Присоединяя к натуральным числам все дробные числа и нуль, а также рассматривая не только положительные числа, но и отрицательные, мы получаем множество) рациональных чисел. Любое рациональное число имеет вид , где  и  – целые числа. 
Каждое рациональное число может быть записано в виде конечной десятичной или бесконечной периодической десятичной дроби. 
Иррациональными числами называются бесконечные непериодические десятичные дроби. Можно доказать, например, что  и т.д. являются числами иррациональными.
Все рациональные и иррациональные числа образуют множество действительных чисел. 
Перейдем теперь к геометрическому изображению чисел. Возьмем прямую линию и на ней некоторую точку , которую примем за начало отсчета длин. Выберем масштаб, т.е. отрезок, принимаемый за единицу длины, и установим направление отсчета. 
Определение. Прямая линия, на которой указаны начало отсчета длин, масштаб и направление отсчета, называется числовой осью.
Представим себе числовую ось в виде горизонтальной прямой; положительное направление на ней установим слева направо. Будем откладывать от начала отсчета все отрезки, соизмеримые с единицей масштаба; длины таких отрезков, как известно из геометрии, выражаются рациональными числами. В соответствии с выбранным направлением отсчета отрезки, откладываемые вправо от точки , мы будем считать соответствующими положительным числам, а отрезки, откладываемые влево от нее, – соответствующими отрицательным числам. 
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Из аксиом геометрии и свойств действительных чисел следует, что между множеством действительных чисел  и числовой осью  устанавливается взаимно однозначное соответствие: каждому действительному числу соответствует единственная точка числовой прямой и, наоборот, каждой точке числовой прямой соответствует некоторое действительное числа.  
В силу описанного соответствия между числами и точками числовой оси иногда будет удобно не делать различия между ними и под точкой понимать число или под числом – точку. 
Определение. Интервалом называется множество всех чисел (точек), заключенных между двумя какими-нибудь числами (точками), называемыми концами интервала. 
Интервал с концами  и , где  можно задать неравенствами ; он обозначается еще так: . Если вместе с множеством точек интервала рассматривать и его концы, то получится замкнутый интервал. Замкнутый интервал с концами  и  задается неравенствами ; его обозначают так: . В противоположность замкнутому интервалу интервал  называется открытым или незамкнутым). В математической литературе замкнутый интервал часто называют отрезком, сохраняя термин «интервал» только для открытого интервала. Если один конец присоединяется к интервалу, а другой – нет, то получается интервал, открытый с одной стороны, или полуоткрытый интервал. Полуоткрытый интервал задается неравенствами , если присоединен конец , и , если присоединен конец ; записывают их соответственно так:  и . Таким образом, присоединение конца к интервалу всегда обозначается квадратной скобкой, а исключение – круглой. 
В тех случаях, где нет нужды различать, причисляются ли концы к рассматриваемому интервалу или нет, мы будем говорить просто об интервале. 
Кроме конечных интервалов, часто встречаются бесконечные интервалы, т. е. либо множество всех чисел меньших, чем некоторое число с, либо множество всех чисел больших, чем число , либо, наконец, множество всех действительных чисел. Эти бесконечные интервалы задаются соответственно условными неравенствами
 и  и .
Записывают: .
Если в первых двух случаях точку  причисляют к интервалу, то это записывают в виде  или 
Определение. Интервал длины  с центром в точке  называется -окрестностью точки . 
Координаты  точек, принадлежащих  -окрестности точки (рис. 1), удовлетворяют, очевидно, неравенствам 
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Понятие окрестности точки часто используется в дальнейшем. Принадлежность точки  к данному интервалу будем обозначать при помощи символа включения . Так, запись  означает, что точка  является одной из точек замкнутого интервала , т. е. что  Аналогично символическая запись  означает, что , и т. д. 
2. Числовые последовательности и их пределы
Если каждому натуральному числу  поставлено в соответствие некоторое вещественное число , то говорят, что задана числовая последовательность (или просто последовательность) 

Кратко последовательность обозначают символомили , при этом  называют членом или элементом этой последовательности,  – номером члена . 
Числовая последовательность – это функция, область определения которой есть множество  всех натуральных чисел; множество значений этой функции, т. е. совокупность чисел , , называют множеством значений последовательности. Множество значений последовательности может быть как конечным, так и бесконечным, в то время как множество ее элементов всегда является бесконечным: любые два разных элемента последовательности отличаются своими номерами. 
Например, множество значений последовательности  состоит из двух чисел 1 и – 1, а множества значений последовательностей  и бесконечны. Последовательность может быть задана с помощью формулы, позволяющей вычислить каждый член последовательности по его номеру. Например, если , то каждый нечетный член последовательности равен 0, а каждый четный член равен 1. 
Иногда последовательность задается рекуррентной формулой, позволяющей находить члены последовательности по известным предыдущим. При таком способе задания последовательности обычно указывают:
а) первый член последовательности  (или несколько членов, например, 
б) формулу, связывающую  -й член с соседними (например, с )-м и -м членами). 
Так, арифметическая прогрессия с разностью  и геометрическая прогрессия со знаменателем   задаются соответственно рекуррентными формулами

Определение. Число  называется пределом последовательности , если для каждого  существует такой номер , что для всех те , выполняется неравенство 

Если  – предел последовательности, то пишут
 или  при 
С помощью логических символов это определение можно записать в виде 

Последовательность, у которой существует предел, называют сходящейся. Последовательность, не являющуюся сходящейся, называют расходящейся; иначе говоря, последовательность называют расходящейся, если никакое число не является ее пределом. 
Заметим, что если  для всех  (такую последовательность называют стационарной), то  
Теорема 1. Числовая последовательность может иметь только один предел.
Доказательство. Предположим, что последовательность  имеет два различных предела  и , причем . Выберем таким, чтобы -окрестности точек  и  не пересекались (не имели общих точек). Возьмем, например, . Так как число  – предел последовательности , то по заданному можно найти номер  такой, что  для всех . Поэтому вне интервала   может оказаться лишь конечное число членов последовательности. В частности, интервал  может содержать лишь конечное число членов последовательности. Это противоречит тому, что  – предел последовательности (любая окрестность точки  должна содержать бесконечное число членов последовательности). Полученное противоречие показывает, что последовательность не может иметь два различных предела. Итак, сходящаяся последовательность имеет только один предел.
Последовательность , называется ограниченной снизу, если существует такое число , что все члены последовательности удовлетворяют условию , т. е.

Последовательность , называется ограниченной сверху, если существует такое число , что все члены последовательности удовлетворяют условию , т. е.

Последовательность, ограниченную как снизу, так и сверху, называют ограниченной, т. е. последовательность  называется ограниченной, если

Таким образом, последовательность называют ограниченной, если множество ее значений ограничено.
Геометрически ограниченность последовательности означает, что все члены последовательности содержатся в -окрестности точки нуль. 
Теорема 2. Если последовательность имеет предел, то она ограничена.

Свойства сходящихся последовательностей, связанные с неравенствами. 
Теорема 3. Если последовательности , ,  таковы, что 
 для всех 

тo последовательность  сходится и .
Теорема 4. Если 
 и 
причем

то
 .
Следствие 1. Если   и , то
 
Следствие 2. Если   и 

то

Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности. 
Арифметические операции над сходящимися последовательностями

Последовательность  называется бесконечно малой, если
.
Это означает, что для любого  найдется номер  такой, что  для всех 
Приведем примеры бесконечно малых последовательностей. 


При изучении свойств сходящихся последовательностей нам потребуется ввести арифметические операции над последовательностями. Назовем суммой, разностью, произведением и частным двух последовательностей  и  соответственно последовательности
, , , . При определении частного предполагается, что  для всех . 
Бесконечно малые последовательности обладают следующими свойствами: 
а) алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность; 
б) произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную последовательность является бесконечно малой последовательностью.
Последовательность   называется бесконечно большой, если для любого  найдется такой номер , что для всех  выполняется неравенство . В этом случае пишут и говорят, что последовательность имеет бесконечный предел.
Приведем примеры последовательностей, имеющих бесконечный предел.


Теорема. Если 

то
 
 

Монотонная последовательность
Последовательность  называют возрастающей (неубывающей), если для любого  выполняется неравенство

Аналогично последовательность  называют убывающей (невозрастающей), если для любого  справедливо неравенство

Если неравенство (1) можно записать в виде , а неравенство (2) – в виде , то последовательность  называют соответственно строго возрастающей и строго убывающей. Возрастающую или убывающую последовательность называют монотонной, а строго возрастающую или строго убывающую – строго монотонной. 
Если неравенство (1) выполняется при , то последовательность  называют возрастающей, начиная с номера (при ). Аналогично вводятся понятия убывающей, строго убывающей и строго возрастающей последовательности, начиная с номера  (при ).

3. Функции 
Определение функции. Возьмем некоторое множество значений величины , т. е. некоторое множество точек на числовой оси , и обозначим его через . Если каждому значению  из множества  по какому-нибудь правилу поставлено в соответствие одно определенное значение другой величины , то говорят, что эта величина  есть функция величины  или что величины  и связаны между собой функциональной зависимостью. При этом величина  называется аргументом функции , а множество  – областью определения функции . Значения аргумента  из области  определения функции  мы можем выбирать по нашему усмотрению произвольно; поэтому величина  называется независимой переменной. Значения функции зависят от значений, принимаемых независимой переменной, и обычно изменяются при ее изменении. Поэтому функцию называют еще зависимой переменной. 
Определение. Величина  называется функцией переменной величины  в области определения , если каждому значению  из этой области соответствует одно определенное значение величины . 
Областью определения функции может быть любое множество точек числовой оси, но чаще всего в математическом анализе и в его применениях рассматривают лишь функции, областями определения которых служат области таких двух типов: 
1) множество целых неотрицательных точек числовой оси, т. е. 
точек . (или некоторая часть этого множества); 
2) один или несколько интервалов (конечных или бесконечных) 
числовой оси. 
Говорят, что в первом случае мы имеем функцию целочисленного аргумента, а во втором случае – функцию непрерывного аргумента. В первом случае аргумент может пробегать ряд чисел: ..; во втором случае аргумент пробегает один или несколько интервалов числовой оси. 
Множество значений, принимаемых функцией , называется областью значений функции. 
Способы задания функций. Задать функцию – это значит указать область ее определения и правило, при помощи которого по данному значению независимой переменной находятся соответствующие ему значения функции. Важнейшими способами задания функций в математике являются задания таблицей, формулой и графиком. 
I. Табличное задание. При табличном задании просто выписывается ряд значений независимой переменной и соответствующих им значений функции. 
Преимуществом табличного задания функций является то, что для каждого значения независимой переменной, помещенного в таблице, можно сразу, без всяких измерений и вычислений, найти соответствующее значение функции. 
Недостатки: а)  при нем обычно невозможно задать функцию полностью: найдутся такие значения независимой переменной, которые не помещены в таблице; б) отсутствие наглядности. По таблице весьма трудно выявить характер изменения функции при изменении независимой переменной. 
II. Аналитическое задание (задание формулой). Аналитическое задание функции состоит в том, что дается формула, с помощью которой по заданным значениям независимой переменной можно получать соответствующие им значения функции. Например, формулы
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определяют  как функцию . 
При аналитическом задании функции под областью ее определения (если только нет каких-нибудь дополнительных условий) понимают множество значений , при которых формула, определяющая функцию, имеет смысл.
Преимущества аналитического способа заключаются: 
а) в сжатости, компактности задания; 
б) в возможности вычислить значение функции для любого значения независимой переменной из области определения; 
в) наконец, и это самое главное, в возможности применить к данной функции аппарат математического анализа. 
Неудобствами аналитического задания функции являются: 
а) недостаточная наглядность; 
б) необходимость производства вычислений, подчас очень громоздких. 
III. Графическое задание. Прежде всего приведем следующее определение. 
Определение. Графиком функции (в системе декартовых прямоугольных координат) называется множество всех точек, абсциссы которых являются значениями независимой переменной» а ординаты – соответствующими значениями функции. 
Иными словами, если взять абсциссу, равную некоторому значению независимой переменной, то ордината соответствующей точки графика должна быть равна значению функции, соответствующему данному значению независимой переменной. При этом масштабы на обеих осях координат могут быть как одинаковыми, так и различными.
Графиком функции обычно служит некоторая кривая (в частности, и прямая) линия). Так, графиком квадратичной функции  является парабола, ось которой совпадает с положительной полуосью ординат; графиком функции является равнобочная гипербола, для которой оси координат служат асимптотами, и т. д. Графиком постоянной величины служит, очевидно, прямая, параллельная оси абсцисс. 
Обратно, если линия на координатной плоскости Оху такова, что любая прямая, параллельная оси ординат, имеет с ней не более одной общей точки, то эта линия изображает некоторую функцию, именно ту, значения которой равны ординатам точек линии при значениях независимой переменной, равных абсциссам. 
Таким образом, понятия линии и функции тесно связаны. Заданием функции порождается линия – ее график; заданием линии порождается функция – та, для которой эта линия служит графиком. Графическое задание функции состоит в задании графика этой функции. 
Преимущество графического способа – наглядность. 
3. Символика. Для обозначения того, что величина  есть некоторая функция переменной величины , употребляется символическая запись

Эту запись читают так: « есть функция от » или короче: « есть эф от ». Здесь буква  обозначает закон соответствия между независимой переменной и функцией. Кроме буквы , в качестве символа функциональной зависимости используют и другие буквы: и т. д. Иногда употребляют и такую форму записи: . В скобках после символа функциональной зависимости ставится обозначение независимой переменной. Для хорошо известных и наиболее часто встречающихся функций употребляют специальные символы: и т. д. 
[image: ]Частное значение функции можно найти, если подставить в выражение для функции вместо независимой переменной соответствующее ее значение. Пусть частное значение функции  при  равно . Это записывают так: . Читают так: « равно значению функции  при значении независимой переменной, равном », или коротко: « равно  от ». Часто употребляется и такая запись: 
Точка  графика функции , соответствующая абсциссе , имеет ординату , что записывается так: (рис. 2).


4. Основные элементарные функции. Сложная функция. 
Определение. Основными элементарными функциями называются следующие функции: 
1) степенная функция: , где  – действительное число;
2) показательная функция: , где  — положительное число и ; 
3) логарифмическая функция:  , где основание логарифмов  – положительное число и ; 
4) тригонометрические функции: , а также реже встречаемые: ;
5) обратные тригонометрические функции: 
, а также 
Из основных элементарных функций можно строить другие функции при помощи арифметических действий (сложения, вычитания, умножения и деления) и новой операции взятия функции, от функции, которую мы сейчас рассмотрим. 
Пусть на некотором множестве  значений аргумента  задана функция и —область значений функции и. Пусть, далее, на множестве  задана функция . Тогда каждому значению  из множества  соответствует одно определенное значение и из множества , которому в свою очередь соответствует одно определенное значение . Таким образом, в конечном итоге каждому значению  из множества  соответствует одно определенное значение , т. е.  есть некоторая функция от х; обозначим ее через . Выражение для функции  при помощи функций  и  записывают так: 
.
Говорят, что  как функция  является сложной функцией, составленной из функций и , или функцией  от функции . 
Функция  называется при этом промежуточной функцией.
Таким образом, аргумент функции может быть независимой переменной, а может являться функцией независимой переменной. В последнем случае и получается сложная функция. Например, функция есть сложная функция , а именно  есть квадратичная функция аргумента, который есть в свою очередь тригонометрическая функция – синус – независимой переменной ; обозначая промежуточную переменную через , можем записать: 
Задание сложной функции называют еще цепным заданием. Цепь функций, с помощью которых строится сложная функция, может состоять не только из двух, но из какого угодно числа звеньев. Чем их больше, тем «сложнее» функция. Часто оказывается полезным умение «расщеплять» заданную сложную функцию на отдельные звенья. 
5. Элементарные функции. 
I. Функции, построенные из основных элементарных функций и постоянных при помощи конечного числа арифметических действий и конечного числа операций взятия функции от функции, называются элементарными функциями. 
Например, элементарными будут функции 
[image: ]
Важное значение элементарных функций видно из того, что в математическом анализе, применяемом в основных задачах физики и техники, употребляются чаще всего элементарные функции. 
По формуле, определяющей элементарную функцию, важно уметь находить область определения этой функции. Рассмотрим с этой целью несколько примеров. 
1. , 
2. , . При  формула теряет смысл, т.к. делить на нуль нельзя.
3. , , так как в каждой точке этого интервала 
4. ,  т. е. вся числовая ось, за исключением интервала  
5.   . 
,  
II. Элементарные функции принято разделять на два класса: алгебраические функции и трансцендентные функции. 
Определение. Функция называется алгебраической, если ее значения можно получить, производя над независимой переменной конечное число алгебраических действий: сложений, вычитаний, умножений, делений и возведений в степень с рациональным показателем. 
Функция, не являющаяся алгебраической, называется трансцендентной. 
Например, алгебраическиt функции:

Примеры трансцендентных функций:

Алгебраические функции в свою очередь разделяются на рациональные и иррациональные. 
Определение. Алгебраическая функция называется рациональной, если среди действий, которые производятся над независимой переменной, отсутствует извлечение корней. 
Алгебраическая функция, не являющаяся рациональной, называется иррациональной. 
Примеры рациональных функций:

Примеры иррациональных функций:

Наиболее простыми рациональными функциями являются целые рациональные функции или многочлены.
Если рациональная функция  записана в виде , где и  – многочлены, то она называется дробно-рациональной. 
Неявные функции. Многозначные функции. До сих пор, рассматривая функции, заданные аналитически, мы все время предполагали, что в левой части равенства, определяющего функцию, стоит только , а в правой – выражение, зависящее от . 
Такие функции мы будем называть явными. Например, явными будут все функции, приведенные выше. Но и уравнение, связывающее две переменные, не разрешенное относительно какой-нибудь из них, может определять одну из этих переменных как функцию другой. 
Например, в уравнении прямой ординату  можно рассматривать как функцию абсциссы , определенную на всей числовой оси. Действительно, каждому значению  соответствует одно значение , находимое из уравнения прямой. Эта функция задана в неявном виде. Чтобы перейти к ее явному заданию, разрешаем уравнение относительно  и получаем . 
Однако если мы возьмем уравнение окружности 

то столкнемся с тем обстоятельством, что каждому значению , заключенному между – 1 и +1, соответствует уже не одно, а два значения  (рис. 4). В соответствии с этим мы скажем, что уравнение  представляет не [image: ]одну, а две функции:  и , каждая из которых определена в интервале ; если  лежит вне этого интервала, то уравнение, из которого находится , не имеет действительных решений.  
Можно также сказать, что уравнение
 определяет  как многозначную функцию от . При этом функции  и
 называют однозначными ветвями многозначной функции. С таким расширением толкования функции – именно с введением многозначных функций, рассматриваемых как совокупность их однозначных ветвей, – нам часто придется сталкиваться в дальнейшем. 
Определение. Неявной функцией  независимой переменной  называется функция, значения которой находятся из уравнения, связывающего  и  и не разрешенного относительно . 
Чтобы перейти к явному заданию функции, нужно разрешить данное уравнение относительно . Такой переход не всегда легок, а иногда и вовсе невозможен. Не следует думать, что любое уравнение, связывающее  и , обязательно определит некоторую функцию одной переменной. 
Например, уравнение  не может быть удовлетворено никакими действительными значениями  и  (и, значит, не определяет никакой функции). 
Основные характеристики поведения функции. Изучить заданную функцию – это значит охарактеризовать ее поведение при изменении независимой переменной. 
Простейшим особенности функции: 
I. Нули функции и знак функции в данном интервале. II. Четность или нечетность. III. Периодичность. IV. Рост в данном интервале. 
I. Определение. Значение , при котором функция обращается в нуль, 0, называется нулем функции. 
В интервале положительного знака функции график ее расположен над осью Ох, в интервале отрицательного знака – под осью Ох, в нуле функции график имеет общую точку с осью Ох (рис. 5). 
[image: ]II. Определение. Функция называется четной, если при изменении знака  любого значения аргумента значение функции не изменяется: 
Функция  называется нечетной, если при изменении знака у любого значения аргумента изменяется только знак значения функции, а абсолютная величина этого значения остается без изменения:

[image: ]В этом определении предполагается, что функции определены в области, симметричной относительно начала координат. Примерами четных функций могут служить , примерами нечетных функций:
  
График четной функции симметричен относительно оси Оу; график нечетной функции симметричен относительно начала координат (см. рис. 6). 
Разумеется, функция может быть ни четной, ни нечетной; например, таковы функции:  и т.п.
III. Определение. Функция  называется периодической, если существует такое положительное число  что для любого  справедливо равенство 
                                                   (*) 
Если функция периодическая, то имеют место также равенства: 


и вообще 

при любом  и для произвольного целого (положительного или отрицательного) числа . 
Наименьшее положительное число, при котором условие (*) соблюдается, называется периодом функции. 
Примером периодической функции может служить функция ; ее период равен . Если периодическая функция не определена в точке , то она не определена и во всех точках , где  – период. Например, функция , период которой равен , не определена в точках .
Поведение периодической функции достаточно рассмотреть любом интервале, длина которого равна периоду функции, например, в интервале
[image: ] , где  – период; в остальных точках оси Ох значения функции получаются простым повторением значений, принимаемых ею в этом интервале. График периодической функции получается путем повторения части графика, соответствующего интервалу оси Ох, равному по длине периоду функции (рис. 7). 
IV. Возрастание и убывание функциии. 
Определение. Функция называется возрастающей в интервале, если большим значениям аргумента соответствуют большие значения функции; она называется убывающей, если большим значениям аргумента соответствуют меньшие значения функции. 
[image: ]Таким образом,  возрастает в интервале , если для любых значений , удовлетворяющих условию , имеет место неравенство , и убывает, если для любых значений  удовлетворяющих указанному условию, имеет место неравенство
 .
Так, например,  возрастает на всей числовой оси, а функция
 убывает. Функция  убывает в интервале  и возрастает в интервале 
Определение. Интервал независимой переменной, в котором функция возрастает, называется интервалом возрастания функции, а интервал, в котором функция убывает, – интервалом убывания. Как интервал возрастания, так и интервал убывания называют интервалами монотонности функции, а функцию в этом интервале – монотонной функцией. 
Обычно, интервал, на котором рассматривается функция, можно разбить на ряд интервалов, в каждом из которых функция монотонна. Так, например, для функции, график которой изображен на рис.9, интервал , разбивается на интервалы , , , в которых функция соответственно убывает, возрастает, убывает, возрастает. 
Определение. Значение функции, большее или меньшее всех других ее значений в некотором интервале, называется наибольшим или соответственно наименьшим значением функции в этом интервале. 
4. [bookmark: Предел]Предел функции. Важную роль в курсе математического анализа играет понятие предела, связанное с поведением функции в окрестности данной точки. Напомним, что -окрестностью точки  называется интервал длины  с центром в точке , т. е. множество

Если из этого интервала удалить точку , то получим множество, которое называют проколотой  -окрестностью точки  и обозначают , т.е. 

Два определения предела функции и их эквивалентность. 
а) Определение предела по Коши. 
Число  называется пределом функции   в точке , если эта функция определена в некоторой окрестности точки , за исключением, быть может, самой точки , и для каждого  найдется число  такое, что для всех , удовлетворяющих условию , выполняется неравенство  
В этом случае пишут  или  при . 
С помощью логических символов это определение можно записать так:

или, используя понятие окрестности, в виде 

Таким образом, число  есть предел функции в точке , если для любой -окрестности числа  можно найти такую проколотую  -окрестность точки , что для всех , принадлежащих этой -окрестности, соответствующие значения функции содержатся в -окрестности числа .

















Геометрический смысл предела функции: , если для любой -окрестности точки  найдется такая -окрестность точки ,что для всех из этой -окрестности соответствующие значения функции  лежат в -окрестности точки . Иными словами, точки графика функции  лежат внутри полосы шириной 2, ограниченной прямыми  и . Очевидно, что величина  зависит от выбора , поэтому пишут .
Замечание 1. В определении предела функции в точке  предполагается, что . Это требование связано с тем, что точка  может не принадлежать области определения функции. Отсутствие этого требования сделало бы невозможным использование предела для определения производной, так как производная функции  в точке  — это предел функции

которая не определена в точке . 
б) Определение предела по Гейне. Число  называется пределом функции  в точке , если эта функция определена в некоторой проколотой окрестности точки , т. е. ), и для любой последовательности , сходящейся к  и такой, что  для всех , соответствующая последовательность значений функции  сходится к числу 
Теорема 1. Определения предела функции по Коши и по Гейне эквивалентны.
Различные типы пределов. 
а) Односторонние конечные пределы. Число  называется пределом слева функции  в точке  и обозначают  или 

Аналогично число  называется пределом справа функции  в точке  и обозначают  или 

Числа  характеризуют поведение функции  соответственно в левой и правой полуокрестности точки , поэтому пределы слева и справа называют односторонними пределами. Если , то предел слева функции  обозначают  или , а предел справа обозначают  или .
Например, для функции , где 

график которой изображен на рис.1, 

[image: ]
б) Бесконечные пределы в конечной точке.
Говорят, что функция , определенная в некоторой проколотой окрестности точки , имеет в этой точке бесконечный предел, и пишут , если

В этом случае функцию  называют бесконечно большой при . 
в) Предел в бесконечности. Если 

то говорят, что число  есть предел функции  при  стремящемся к к плюс бесконечности, и пишут 
Свойства пределов функций. В рассматриваемых ниже свойствах речь идет о конечном пределе функции в заданной точке. Под точкой понимается либо число , либо один из символов , , , , . Предполагается, что функция определена в некоторой окрестности или полуокрестности точки , не содержащей саму точку . Для определенности будем формулировать свойства пределов, предполагая, что  число, а функция определена в проколотой окрестности точки . 
а) Локальные свойства функции, имеющей предел. Покажем, что функция, имеющая конечный предел в заданной точке, обладает некоторыми локальными свойствами, т. е. свойствами, которые справедливы в окрестности этой точки. 
Свойство 1. Если функция  имеет предел в точке , то существует такая проколотая окрестность точки , в которой эта функция ограничена.
Свойство 2. Если , причем  то найдется такая проколотая окрестность точки , в которой значения функции  имеют тот же знак, что и число .
Свойство 2 называют свойством сохранения знака предела. 
Свойство 3. Если , причем , то существует число
  такое, что функция  ограничена на множестве .
б) Свойства пределов, связанные с неравенствами. 
Свойство 1. Если существует число  такое, что для всех выполняются неравенства 

и если
 
то существует 
Свойство 2. Если существует число  такое, что для всех выполняются неравенства 

и если
 
то существует
в) Бесконечно малые функции (б.м.ф). Если , то функцию  называют бесконечно малой при . 
Бесконечно малые функции обладают следующими свойствами: 
1) сумма конечного числа бесконечно малых при  функций есть бесконечно малая функция при ; 
2) произведение бесконечно малой при  функции на ограниченную в некоторой проколотой окрестности точки  функцию есть бесконечно малая при  функция.
г) Бесконечно большая функция (б.б.ф.)











Функция  называется бесконечно большой при , если для любого числа  существует число , что всех , удовлетворяющих неравенству , выполняется неравенство . Записывают  или  при . Коротко:


 .


Например, функция есть б.б.ф. при .




Если  стремится к бесконечности при  и принимает лишь положительные значения, то пишут ; если лишь отрицательные значения, то .








Определение. Функция , заданная на всей числовой прямой, называется бесконечно большой при , если для любого числа  найдется такое число , что при всех , удовлетворяющих неравенству , выполняется неравенство . Коротко:


 .


Например, есть б.б.ф. при .

Если функции  и  имеют конечные пределы в точке , причем 
1) 
2) 
Отметим частный случай этого утверждения

т.е. постоянный множитель можно вынести за знак предела.

Перейдем теперь к рассмотрению случаев, когда теоремы о пределах неприменимы. Особенно часто это бывает при отыскании и предела отношения , когда предел знаменателя равен нулю. При этом, если предел числителя не равен нулю, то отношение  является величиной бесконечно малой, а отношение  является величиной бесконечно большой и . 
Если же и числитель и знаменатель одновременно стремятся к нулю, то для отыскания предела необходимы дополнительные преобразования или специальные рассмотрения. 
Точно так же дополнительного исследования требуют и случаи, когда функция не определена в предельной точке и когда аргумент  стремится к бесконечности.
В рациональной дроби

разделим числитель и знаменатель на 

при  знаменатель стремится к , а числитель – к нулю, если , к , если , и к , если . Ясно, что предел будет один и тот же при произвольном стремлении  к  
Таким образом,
   если ,      если ,      если .

Теорема 2. Если функция  определена и является монотонной на отрезке , то в каждой точке  эта функция имеет конечные пределы слева и справа, а в точках  и  – соответственно правый и левый пределы.
Замечательные пределы
Теорема. Функция  при  имеет предел, равный 1: 


[image: ]Доказательство. Будем исходить из геометрического определения синуса. Возьмем окружность радиуса 1 и предположим, что угол , выраженный в радианах, заключен в границах  (Так как  является четной функцией, то достаточно рассмотреть случай, когда .) Из рис. видно, что площадь  площади сектора  площади 
Так как указанные площади соответственно равны  то, следовательно, 

Деля все члены неравенства на , получим 

или 
Из геометрического определения косинуса ясно, что 
.
Отсюда на основании свойства 1 (лекция 6) заключаем, что 

Этот предел называют первым замечательным пределом.
С помощью найденного предела вычисляются многие другие пределы.
Примеры. 



Теорема. Функция 

имеет предел при  
Доказательство. По формуле Ньютона имеем

где



Запишем в следующем виде:


С увеличением  каждое слагаемое (кроме первых двух), стоящее на фиксированном  месте, увеличивается. Действительно, 

становится больше с ростом . Кроме того, при возрастании добавляются новые положительные слагаемые. Следовательно,  – возрастающая функция . Но она ограничена; в самом деле, заменив во всех членах правильные дроби, стоящие в скобках, единицами, получим

Мы еще больше увеличим правую часть, если произведем такие замены:


				…………………………………....

Следовательно,

тем более, дописав в правой части члены прогрессии 
получим

Так как сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии, заключенной в скобках, равна 2, то 

Итак, данная возрастающая последовательность ограничена сверху, а значит, имеет предел, который, очевидно, заключен между 2 и 3. 
Этот предел называется числом .
Определение. Числом  называется предел 

Число  иррациональное и поэтому не может быть точно выражено какой-нибудь конечной дробью. Приближенно оно равно 
Число  играет очень важную роль в математическом анализе. 
Оказывается, что функция 

имеет предел не только тогда, когда ее аргумент принимает целочисленные значения , но и при непрерывном его изменении и стремлении к  или к -; при этом пределом служит то же самое число . Итак, 

Этот предел называют вторым замечательным пределом
5. [bookmark: Непрерывность]Непрерывность функции
Определение. Функция , определенная в некоторой окрестности точки , называется непрерывной в точке , если 

Таким образом, функция  непрерывна в точке , если выполнены следующие условия: 
а) функция  определена в некоторой окрестности точки , т. е. существует число  такое, ; 
б) существует ; 
в) . 
Определение непрерывности функции , в точке , выраженное условием (1), можно сформулировать с помощью неравенств (на языке ), с помощью окрестностей и в терминах последовательностей соответственно в виде



Подчеркнем, что в определении непрерывности, в отличие от определения предела, рассматривается полная, а не проколотая окрестность точки , и пределом функции является значение этой функции в точке . Назовем разность  приращением аргумента и обозначим , а разность  – приращением функции, соответствующим данному приращению аргумента , и обозначим . Таким образом,

При этих обозначениях равенство (1) примет вид

Таким образом, непрерывность функции в точке означает, что бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции.
По аналогии с понятием предела слева (справа) вводится понятие непрерывности слева (справа). Если функция  определена на полуинтервале  и, т. е. , то эту функцию называют непрерывной слева в точке . 
Аналогично, если функция  определена на полуинтервале  и, т. е. , непрерывной справа в точке . 
Очевидно, функция непрерывна в данной точке тогда и только тогда, когда она непрерывна как справа, так и слева в этой точке. 
1. Точки разрыва. Будем предполагать, что функция  определена в некоторой проколотой окрестности точки . Точку  назовем точкой разрыва функции , если эта функция либо не определена в точке , либо определена, но не является непрерывной в точке . Следовательно,  – точка разрыва функции , если не выполняется по крайней мере одно из следующих условий:
а) 
б) существует конечный 
в) 
Если  – точка разрыва функции , причем в этой точке существуют конечные пределы слева и справа, т. е.
,  и ,
то точку   называют точкой разрыва первого рода.
Замечание 1. Если  точка разрыва первого рода функции , то разность  называют скачком функции в точке . В случае когда , точку  называют точкой устранимого разрыва. Полагая , получим функцию
 
непрерывную в точке и совпадающую с  при . В этом случае говорят, что функция доопределена по непрерывности в точке .
Пусть  – точка разрыва функции , не являющаяся точкой разрыва первого рода. Тогда ее называют точкой разрыва второго рода функции  . В такой точке хотя бы один из односторонних пределов либо не существует, либо бесконечен.
Теорема 1. Если функция  определена на отрезке  и монотонна, то она может иметь внутри этого отрезка точки разрыва только первого рода.
3. Свойства функций, непрерывных в точке. 
а) Локальные свойства непрерывной функции. 
Свойство 1. Если функция  непрерывна в точке , то она ограничена в некоторой окрестности этой точки, т. е. 

Свойство 2. Если функция  непрерывна в точке , причем , то в некоторой окрестности точки  знак функции совпадает со знаком числа , т. е. 

б) Непрерывность суммы, произведения и частного. 
Если функции  и  непрерывны в точке , то функции ,  и  (при условии ) непрерывны в точке .
в) Непрерывность сложной функции. 
Теорема 2. Если функция непрерывна в точке , а функция  непрерывна в точке  причем , то в некоторой окрестности точки  определена сложная функция , и эта функция непрерывна в точке .
4. Свойства функций, непрерывных на отрезке. Функцию  называют непрерывной на отрезке , если она непрерывна в каждой точке интервала () и, кроме того, непрерывна справа в точке  и непрерывна слева в точке .
а) Ограниченность непрерывной на отрезке функции. 
Теорема 3 (Вейерштрасса). Если функция  непрерывна на отрезке , то она ограничена, т. е.

б) Достижимость точных граней. 
Теорема 4 (Вейерштрасса). Если функция  непрерывна на отрезке , то она достигает своей точной верхней и нижней грани, т. е.


в) Промежуточные значения. 
Теорема 5 (теорема Коши о нулях непрерывной функции). Если функция  непрерывна на отрезке  и принимает в его концах значения разных знаков, т. е, , то на отрезке  имеется хотя бы один нуль функции  , т. е.

Замечание 2. Теорема 5 утверждает, что график функции , непрерывной на отрезке  и принимающей в его концах значения разных знаков, пересекает ось Ох хотя бы в одной точке отрезка  
Теорема б (теорема Коши о промежуточных значениях). Если функция  непрерывна на отрезке  и , то для каждого значения , заключенного между и  и и , найдется точка  такая, что . 
Теорема 7. Если функция  непрерывна и строго возрастает на отрезке , то на отрезке определена функция , обратная к  , непрерывная и строго возрастающая.
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