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1. [bookmark: Производная]Производная и дифференциал
Задача, приводящая к понятию производной









Задача о касательной. Пусть функция  определена в -окрестности точки [image: ] и непрерывна при . рассмотрим вопрос о касательной к графику функции [image: ] в точке , где . Если  – приращение аргумента такое, что , то уравнение прямой [image: ] (рис. 1), проходящей через точки  и , можно записать в виде


=[image: ],                                           (1)




где =–, [image: ]=.





Эту прямую называют секущей, а число = – угловым коэффициентом прямой [image: ]; здесь  – угол, образуемый прямой [image: ] и осью  (этот угол отсчитывается от положительного направления оси  против часовой стрелки).





Пусть [image: ], тогда [image: ] в силу непрерывности функции  при =[image: ], и поэтому [image: ].


Касательной к кривой, заданной уравнением [image: ], в точке  естественно назвать предельной положение секущей [image: ] при [image: ]. Если существует 


[image: ]=,                                                      (2)



то существует предельное положение секущей. Таким образом, если предел (2) существует, то прямая, проходящая через точку  с угловым коэффициентом , называется касательной к графику функции [image: ] в точке .



Определение 1. Пусть функция [image: ] определена в некоторой окрестности точки [image: ] и пусть существует конечный предел отношения [image: ] при [image: ]. Тогда этот предел называется производной функции в точке [image: ] и обозначается [image: ],  или , т.е.


=[image: ].




Согласно определению производная функции [image: ] в точке [image: ] есть предел отношения приращения функции = к приращению аргумента  при условии, что [image: ], т.е. 

[image: ]=[image: ].
Операция вычисления производной функции называется дифференцированием.
Теорема 1.Функция [image: ], имеющая производную в точке [image: ], непрерывна в этой точке.
Доказательство. Из равенства (4) следует, что

[image: ]–[image: ]=,


где [image: ] при [image: ], откуда получаем




=[image: ]+·.


Если [image: ], то правая часть равенства стремится к нулю, и поэтому [image: ]Следовательно, функция [image: ] непрерывна в точке [image: ].
Геометрический смысл производной. Если функция [image: ] имеет производную в точке [image: ], т.е. существует конечный предел

[image: ]=[image: ],





то существует предельное положение секущей [image: ] (рис. 1), заданной уравнением (1). Это означает, что в точке  существует касательная  (рис. 1) к графику функции [image: ], причем =[image: ], где  – угловой коэффициент прямой . 




[image: ][image: ]Так как =, где  – угол, образуемый касательной с положительным направлением оси абсцисс, то [image: ]=. Таким образом, геометрический смысл производной 
 


Рисунок 1								Рисунок 2



состоит в том, что производная функции в данной точке равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке . 

Уравнение касательной к графику функции [image: ] в точке , получаемое из уравнения (1) заменой [image: ] на [image: ], имеет вид 

.













Пусть существует [image: ]. Проведем через точку  прямую , перпендикулярную касательной  (рис. 2). Эту прямую называют нормалью к графику функции  в точке . Если  – точки пересечения с осью  соответственно касательной , нормали  и прямой, проходящей через  параллельно оси , то отрезок  называют подкасательной, а отрезок  – поднормалью.

Дифференциал функции




Определение 2. Если функция  определена в -окрестности точки [image: ], а приращение [image: ] функции  в точке  представимо в виде



=[image: ]+·,







где  не зависит от , а [image: ] при , то функция [image: ] называется дифференцируемой в точке , а произведение  называется ее дифференциалом в точке [image: ] и обозначается  или [image: ].
Таким образом, 





=+[image: ] при  ,где =.




Отметим, что приращение = можно рассматривать только для таких [image: ], при которых  принадлежит области определения функции [image: ], в то время как дифференциал  определен при любых [image: ].

Теорема 2. Для того чтобы функция [image: ] была дифференцируема в точке , необходимо и достаточно, чтобы эта функция имела производную в точке [image: ]. При этом дифференциал и производная связаны равенством


=[image: ].


Таким образом, существование производной функции в данной точке равносильно дифференцируемости функции в этой точке. Функцию, имеющую производную в каждой точке интервала , называют дифференцируемой на интервале .

Замечание. Приращение  часто обозначают символом [image: ] и называют дифференциалом независимого переменного. Поэтому можем записать 



=.
Откуда получаем

[image: ]=.                                                           (14)
Согласно формуле производную можно рассматривать как отношение дифференциала функции к дифференциалу независимого переменного.



Замечание. Отбрасывая в формуле член , т.е. заменяя приращение функции ее дифференциалом, получаем приближенное равенство [image: ][image: ] или



[image: ]+[image: ]


Полученную формулу можно использовать для вычисления приближенного значения  при малых , если известны значения [image: ] и [image: ].


Пример. Найти с помощью формулы (15) приближенное значение функции  при .








Решение. Полагая в формуле (15) , ,  и учитывая, что , , , получаем , т.е. 3,083.
2. [bookmark: Правила]Правила дифференцирования
Дифференцирование суммы, произведения, частного и обратной функции




Теорема 1. Если функции [image: ] и  дифференцируемы в точке [image: ], то в этой точке дифференцируемы функции , ,  (при условии, что [image: ]) и при этом 

,                                                      (1)

,                                       (2)

, [image: ].                             (3)








Доказательство. Обозначим  и . Тогда [image: ], [image: ] при [image: ], так как существуют  и . Кроме того, , [image: ], где [image: ], так как функции  и  непрерывны в точке .
1) 
Если , то 






[image: ]+–– =+



откуда=+.


Правая часть этой формулы имеет при [image: ] предел, равный . Поэтому существует предел левой части, который по определению равен . Формула (1) доказана.
2) Если [image: ], то 



[image: ]·–·[image: ]=





=–·=[image: ][image: ]++[image: ][image: ],



[image: ]=[image: ][image: ]+[image: ]+.




Отсюда следует формула (2), так как , ,  при .
3) 


Если [image: ], то [image: ] – [image: ]=– 


или , откуда 


=.


Переходя к пределу  в этом равенстве и учитывая, что  при [image: ], где , получаем формулу (3).



Следствие 1. Если функция  дифференцируема в точке [image: ] и  – постоянная, то ,
т.е. постоянный множитель можно выносить из-под знака дифференцирования.





Следствие 2. Если функции  дифференцируемы в точке  и   – постоянные, то ,
т.е. производная линейной комбинации дифференцируемых функций равна такой же линейной комбинации производных данных функций.


Например, если , то .
Пример 1. Доказать, что

, [image: ],


, .
Решение. 
1) 

Так как , , то, применяя правило (3) дифференцирования частного, получаем





====.
2) Аналогично





====.
Замечание 1. Из формул (1) –(3) и определения дифференциала следует, что



а) , б) , в) ,



в предположении, что в данной точке  функции  и  дифференцируемы.




Ограничимся доказательством формулы для дифференциала произведения. Так как , где ,то .


Теорема 2. Если функция [image: ] непрерывна и строго возрастает (убывает) на отрезке , и если существует , то функция [image: ], обратная к функции [image: ], дифференцируема в точке [image: ], причем

.                                                (4)




Замечание 2. Заменив в формуле (4)  на , а  на , запишем эту формулу в виде

.                                                   (5)
Пример 2. Доказать формулу
[image: ].                                 (6)



Решение. Если [image: ], где , то обратная функция , где . По формуле (5) находим


=.



Так как  и . то . Следовательно, справедлива формула (6).
Аналогично доказываются формулы 

,[image: ],

.
Дифференцирование сложной функции






Теорема 3. Если функции [image: ] и  дифференцируемы соответственно в точках [image: ] и , где , то сложная функция дифференцируема в точке , причем

.


Следствие. Дифференциал функции  имеет один и тот же вид 

как в случае, когда  – независимое переменное, так и в случае, когда [image: ] дифференцируемая функция какого-либо другого переменного.



Доказательство. Пусть  – дифференцируемая функция переменного , тогда . По правилу дифференцирования сложной функции

,
откуда, по определению дифференциала,


=.







Так как =, то =, т.е. формула  остается справедливой при замене  на . Это свойство называется инвариантностью формы первого дифференциала.

Замечание 4. Правила дифференцирования сложной функции  обычно записывают в виде

.
Опуская аргумент и используя обозначение производной, правило дифференцирования сложной функции [image: ] можно записать так:
[image: ]или [image: ].








Правило вычисления производной сложной функции распространяется на композицию любого конечного числа функций. Например, если функции , ,  дифференцируемы соответственно в точках , , , то в точке  сложная функция  дифференцируема и имеет место равенство

.

Таблица формул для производных элементарных функций




 – независимая переменная,  – функции переменной ,  – постоянная

1. 

, =const.
2. 

3. 



, , 3.1. , 3.2. 
4. 

, 4.1..
5. 


, , 5.1. .
6. 
.
7. 
.
8. 
.
9. 
.
10. 
.
11. 
.
12. 
.
13. 
.
14. 
.
15. 
.
16. 
.
17. 
.



Пример 3. Доказать, что если  – дифференцируемая в точке  функция и , то 

.                                                 (7)

Решение. Применяя формулу для логарифмической функции и теорему 3, получаем формулу (7). Выражение в правой части этой формулы называют логарифмической производной функции .




Пример 4. Найти производную показательно-степенной функции , где  – функции, дифференцируемые в точке , причем .





Решение. Так как , то функция  дифференцируема как суперпозиция дифференцируемых функций. Дифференцируя тождество , получаем , откуда  или


.                                        (8)





Согласно формуле (8) производная функции  равна сумме двух слагаемых таких, что первое равно производной показательной функции  (основание  рассматривается как постоянная), а второе слагаемое равно производной степенной функции  (показатель  рассматривается как постоянная).



Пример 5. Найти , если а) ,  б) .
Решение.







а)По формуле (8) получаем = +, т.е. =(+1).

б) Так как , то, снова применяя формулу (8), находим




= или =.

Дифференцирование параметрически заданных и неявных функций.
1) 








Функции, заданные параметрически. Пусть функции  и  определены на отрезке . причем функция  непрерывна и строго монотонна (например, строго возрастает). Тогда на отрезке , где , . определена функция , обратная к функции , непрерывная и строго возрастающая.








Предположим дополнительно, что существуют  и , причем  (для сокращения записи вместо  и  будем писать, ).



Тогда сложная функция  дифференцируема по  в точке , причем

.                                                   (9)



Доказательство. Действительно, по правилу дифференцирования сложной функции  получаем , где  согласно правилу дифференцирования обратной функции.
Итак, справедлива формула (9).



Пример 7. Найти , если , .




Решение. Так как =, =, то по формуле (13) находим





=·, т.е. =.
2) 




Функции, заданные неявно. Если дифференцируемая функция  задана неявно уравнением , то, дифференцируя тождество  как сложную функцию, можно найти =.
3. [bookmark: Производные]Производные и дифференциалы высших порядков
Если функция дифференцируема на некотором промежутке, то она имеет на этом промежутке производную ,  которая в свою очередь может иметь производную: , называемую второй производной функции . Она обозначается:

Может случиться, что новая функция  имеет производную, тогда она называется третьей производной функции  и обозначается:

Производная n-го порядка функции  обозначается:

Дифференциалом второго порядка функции  в точке x называется выражение, обозначаемое  и вычисляемое по формуле:

если x – независимая переменная.
Дифференциал третьего порядка функции :

если x – независимая переменная, и т.д.
Замечание. Дифференциал уже второго порядка не обладает свойством инвариантности формы.

4. [bookmark: основные]Основные теоремы для дифференцируемых функций


Локальный экстремум и теорема Ферма. Пусть существует число [image: ] такое, что функция [image: ] определена в -окрестности точки [image: ], т.е. на множестве [image: ]=[image: ], и пусть для всех [image: ] выполняется неравенство 
[image: ].                                                     (1)


Тогда говорят, что функция  имеет в точке  локальный минимум.

Аналогично, если существует число [image: ] такое, что для всех [image: ] выполняется неравенство 

,

то говорят, что функция [image: ] имеет в точке  локальный максимум.







Локальный минимум и локальный максимум объединяются общим термином локальный экстремум. Функция , график которой изображен на рис. 1, имеет локальные экстремумы в точках , , , а именно минимум при  и  и максимум при .
[image: ]
Рисунок 1


Теорема 1(Ферма). Если функция  имеет локальный экстремум в точке  и дифференцируема в этой точке, то
[image: ].


Замечание 1. Теорема Ферма имеет простой геометрический смысл: касательная к графику функции  в точке локального экстремума  параллельна оси абсцисс (рис. 2).
[image: ]
Рисунок 2
Теорема Ролля о нулях производной.



Теорема 2 (Ролля). Если функция [image: ] непрерывна на отрезке [image: ], принимает в концах этого отрезка равные значения, т.е. [image: ], и дифференцируема на интервале [image: ], то существует точка  такая, что .
Теорему Ролля можно кратко сформулировать так: между двумя точками, в которых дифференцируемая функция принимает равные значения, найдется хотя бы один нуль производной этой функции. Для случая [image: ]=0 теорема формулируется еще короче: между двумя нулями дифференцируемой функции лежит хотя бы один нуль ее производной.

Замечание 2. Геометрический смысл теоремы Ролля: при условиях теоремы 2 существует значение [image: ] такое, что касательная к графику функции  в точке [image: ] параллельна оси абсцисс (рис. 3).
[image: ] [image: ]
                                  Рисунок 3 				Рисунок 4


Замечание 3. Все условия теоремы Роля существенны. На рис. 4, 5 и 6 изображены графики функций, каждая из которых удовлетворяет условиям теоремы Роля, кроме одного. Для всех этих функций не существует точки на интервале , в которой производная была бы равна нулю.

[image: ]
                         Рисунок 5 					Рисунок 6


Формула конечных приращений Лагранжа.



Теорема 3 (Лагранжа). Если функция [image: ] непрерывна на отрезке [image: ] и дифференцируема на интервале [image: ], то в этом интервале найдется хотя бы одна точка  такая, что =.
Некоторые следствия из теоремы Лагранжа.


Следствие 1. Если функция [image: ] дифференцируема на интервале [image: ] и  для всех [image: ][image: ], то , [image: ][image: ].




Следствие 2. Если функция [image: ] непрерывна на отрезке [image: ] и дифференцируема на интервале [image: ] и для всех [image: ][image: ] выполняется равенство , где  – постоянная, то , [image: ][image: ], т.е.  – линейная функция.



Следствие 3. Пусть функция [image: ] дифференцируема на интервале [image: ], за исключением, быть может, точки [image: ], и непрерывна в точке . Тогда если существует конечный или бесконечный ,


то в точке  существует левая производная .


Аналогично, если существует , то .








Следствие 4. Если функции  и  дифференцируемы при  и удовлетворяют условиям ,  при , то  при .
Обобщенная формула конечных приращений (формула Коши).




Теорема 4. Если функции [image: ] и  непрерывны на отрезке [image: ] и дифференцируемы на интервале [image: ], причем  во всех точках этого интервала, то найдется хотя бы одна точка  такая, что 


=.

Замечание 6. Теорема Лагранжа – частный случай теоремы Коши .


5. [bookmark: Правило]Правило Лопиталя
Теорема (правило Лопиталя). Если функции f(x) и g(x) определены в некоторой окрестности точки х0 и в этой окрестности они удовлетворяют условиям:
·   f(x) и g(x) дифференцируемы в каждой точке за исключением может быть самой точки х0;
· g '(x)  0 для любого x из этой окрестности;
· 

 или ,

тогда, если существует конечный или бесконечный, то выполняется равенство:


= .





Замечание 1. Правило Лопиталя используется для раскрытия неопределённостей типа  или , возникающих при вычислении пределов. Если под знаком предела оказывается неопределённость другого типа: 0∞, , 10, 00 или ∞0, то с помощью тождественных алгебраических преобразований такая неопределённость приводится к  или  и тогда можно применить правило Лопиталя.
Замечание 2. Если к условиям теоремы добавить дифференцируемость функций f '(x) и g'(x) в окрестности точки х0, то при выполнении остальных требований для f '(x) и g'(x) правило Лопиталя можно применить повторно. При этом будет справедливо равенство:




 =   = 
Пример 1. Вычислить предел:


Пример 2. Вычислить предел:

.
Пример 3. Вычислить предел:


Пример 4. Вычислить предел:





6. [bookmark: Исследование]Исследование функций с помощью производных
Возрастание убывание функции
1) Критерий возрастания (убывания) дифференцируемой функции на интервале.



Теорема 1. Для того чтобы дифференцируемая на интервале  функция  была возрастающей на этом интервале, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие  при всех [image: ].


Аналогично условие  при всех .


является необходимым и достаточным для убывания дифференцируемой функции  на интервале .
2) Достаточное условие строгого возрастания (убывания) функции.








Теорема 2. Если для всех  выполняется условие , то функция  строго возрастает на интервале , а если для всех  справедливо неравенство , то функция  строго убывает на интервале .



Замечание 1. Условие (5) не является необходимым для строгого возрастания функции. Например, функция  строго возрастает на , но условие (5) не выполняется, так как .


Теорема 3. Если функция [image: ] непрерывна на отрезке [image: ], дифференцируема на интервале [image: ] и удовлетворяет условию , то эта функция строго убывает на отрезке .
Теорема 3, как и теорема 2 доказывается с помощью формулы конечных приращений Лагранжа.
3) 

Возрастание (убывание) функции в точке. Будем говорить, что функция  строго возрастает в точке , если существует такое [image: ], что 


, .  (1)
Заметим, что условие (1) равносильно условию
[image: ], [image: ].
Аналогично вводится понятие строго убывания функции [image: ] в точке [image: ]. В этом случае

, [image: ].




Теорема 4. Если , то функция [image: ] строго возрастает в точке , а если [image: ], то функция  строго убывает в точке .
Экстремумы функции.
1) Необходимые условия экстремума. Необходимые условия экстремума легко получить из теоремы Ферма. Согласно этой теореме точки локального экстремума функции [image: ] следует искать среди тех точек области ее определения, в которых производная этой функции либо равна нулю, либо не существует.
Точки, в которых производная данной функции равна нулю, называются стационарными точками этой функции, а точки, в которых функция непрерывна, а ее производная либо равна нулю, либо не существует, – ее критическими точками. Поэтому все точки экстремума функции содержатся среди ее критических точек.







Точка [image: ] является критической точкой для каждой из функций [image: ], [image: ], [image: ], , [image: ], причем для функций , ,  точка  – точка экстремума, а для функций ,  эта точка не является точкой экстремума.
Таким образом, не всякая критическая точка является точкой экстремума функции.
2) 
Достаточные условия экстремума функции. Введем понятие строгого экстремума. Назовем [image: ] точкой строгого максимума функции , если

.
Аналогично [image: ] называют точкой строгого максимума функции [image: ],
если

.
Обратимся к достаточным условиям экстремума дифференцируемых функций. Для формулировки первого достаточного условия и в дальнейшем нам потребуется понятие смены знака функции.












Если функция  определена в проколотой -окрестности точки  и для всех  выполняется неравенство [image: ], а для всех  – неравенство , то говорят функция  меняет знак с минуса на плюс при переходе через точку .

Аналогично вводится понятие смены с плюса на минус при переходе через .



Теорема 5 (первое достаточное условие строго экстремума). Пусть функция  дифференцируема в некоторой окрестности точки , кроме, быть может, самой точки [image: ], и непрерывна в точке . Тогда:
1) 

если [image: ] меняет знак с минуса на плюс при переходе через точку , т.е. существует  такое, что


, ,


то точка  – точка строгого минимума функции  (рис. 7);
2) 


если [image: ] меняет знак с плюса на минус при переходе через точку , то точка  – точка строгого максимума функции  (рис. 8).
[image: ]
                  Рисунок 7						Рисунок 8





Теорема 6 (второе достаточное условие строго экстремума). Пусть  – стационарная точка функции , т.е.  и пусть существует . Тогда:
1) 

если [image: ][image: ], то  – точка строгого минимума функции ;
2) 

если [image: ][image: ], то – точка строгого максимума функции .








Замечание 4. Если  и [image: ], то в точке  функция  может иметь экстремум (=,=0), а может и не иметь ([image: ]=,=0). Следующая теорема дает достаточные условия экстремума для случая [image: ].

Теорема 7 (третье достаточное условие строго экстремума). Пусть существует [image: ], где , и выполняются условия

,

Тогда: 1) если [image: ] – четное, то [image: ] – точка экстремума функции [image: ], а именно точка строгого максимума в случае [image: ][image: ] и точка строгого минимума в случае [image: ]2)если [image: ] – нечетное, то [image: ] не является точкой экстремума функции [image: ].
Наибольшее и наименьшее значения функции.
Для функции, непрерывной на отрезке, согласно теореме Вейерштрасса, точка, в которой эта функция принимает наибольшее значение, и точка, в которой эта функция принимает наименьшее значение.





В случае, когда непрерывная на отрезке [image: ] функция [image: ] имеет локальные максимумы в точках [image: ] и локальные минимумы в точках [image: ] и не имеет других точек локального экстремума, наибольшее значение функции  на отрезке  равно наибольшему из чисел , а наименьшее значение этой функции на отрезке  равно наименьшему из чисел .











В прикладных задачах при нахождении наибольшего (наименьшего) значения функции на отрезке [image: ] или на интервале [image: ] часто встречается случай, когда функция  дифференцируема на интервале [image: ] и непрерывна на отрезке , а уравнение  имеет единственный корень  такой, что [image: ] при  и  при  или  при  и  при .



В этом случае число  является не только локальным экстремумом функции , но и наибольшим (наименьшим) значением этой функции на отрезке [image: ] или на интервале .
Выпуклость функции
1) 



Понятие выпуклости. Непрерывная функция  называется выпуклой вверх на отрезке , если для любых точек  и  отрезка [image: ] выполняется неравенство 

. (*)










Дадим геометрическую интерпретацию понятия выпуклости (рис. 9). Пусть , , [image: ] – точки графика функции [image: ], абсциссы которых соответственно равны , , [image: ]. Тогда  есть ордината точки [image: ] – середины отрезка , а = – ордината точки [image: ] графика с абсциссой, равной абсциссе точки .







[image: ]Условие (*) означает, что для любых точек  и  графика функции [image: ] середина  хорды  лежит или ниже соответствующей точки  графика, или совпадает с точкой .









Если неравенство (22) является строгим при любых ,  таких, что , то непрерывную функцию  называют строго выпуклой вверх на отрезке .						Рисунок 9
2) 




Аналогично непрерывная функция  называется выпуклой вниз на отрезке , если для любых точек  и  отрезка  выполняется неравенство 

.






Если неравенство является строгим при любых , [image: ][image: ] таких, что , то непрерывную функцию [image: ] называют строго выпуклой вниз на отрезке .

Пример 2. Функция  строго выпукла вниз на любом отрезке.





Решение. В самом деле, при   неравенство  равносильно неравенству .
3) Достаточные условия выпуклости. 



Теорема 8. Пусть  существует на отрезке , а  – на интервале [image: ]. Тогда:
1) 




если [image: ] при всех [image: ], то функция  выпукла вниз на отрезке ;
2) 




если [image: ] при всех , то функция  строго выпукла вниз на отрезке [image: ].






Аналогично, при выполнении на интервале  условия  ([image: ]) функция  выпукла вверх (строго выпукла вверх) на отрезке . 
Точки перегиба
1) 





Понятие точки перегиба. Пусть функция [image: ] непрерывна в точке [image: ] и имеет в этой точке либо конечную, либо бесконечную производную ( или ). Тогда если эта функция при переходе через точку [image: ] меняет направление выпуклости, т.е. существует  такое, что на одном из интервалов [image: ],  она выпукла вверх, а на другом выпукла вниз, то [image: ] называют точкой перегиба функции [image: ], а точку  – точкой перегиба графика функции .
2) Необходимое условие наличия точки перегиба. 



Теорема 9. Если [image: ] – точка перегиба функции [image: ] и если функция  имеет в некоторой окрестности точки [image: ] вторую производную, непрерывную в точке , то .    
3) Достаточные условия наличия точки перегиба. 




Теорема 10 (первое достаточное условие). Если функция  непрерывна в точке [image: ], имеет в этой точке конечную или бесконечную производную и если функция [image: ] меняет знак при переходе через точку , то  – точка перегиба функции .




Например, для функции  точка  – точка перегиба, так как  меняет знак при переходе через точку .




Теорема 11 (второе достаточное условие). Если , , то  – точка перегиба функции .
Асимптоты
1) Вертикальная асимптота. Если выполнено хотя бы одно из условий


, ,


то прямую  называют вертикальной асимптотой графика функции .








Например, прямая  – вертикальная асимптота графиков функций , , прямая  – вертикальная асимптота графика функции , прямые ,  – вертикальные асимптоты графика функции .
2) Асимптота (невертикальная асимптота). Прямую




называют асимптотой (невертикальной асимптотой) графика функции  при , если

.



Если , то асимптоту называют наклонной, а если , то асимптоту  называют горизонтальной.

Аналогично вводится понятие асимптоты при .







Например, прямая  – горизонтальная асимптота графиков функций ,  при  и , графика функции  при .



Теорема 12. Для того чтобы прямая  была асимптотой графика функции  при , необходимо и достаточно, чтобы существовали конечные пределы


,    .   

Построение графиков функций. При построении графика функции  можно придерживаться следующего плана.
1) Найти область определения функции. Выяснить, является ли функция четной (нечетной), периодической.
2) 

Найти точки пересечения графика с осями координат и промежутки, на которых  и .
3) Найти асимптоты графика.
4) 
Вычислить , найти экстремумы и промежутки возрастания (убывания) функции.
5) 
Вычислить , найти точки перегиба и промежутки выпуклости вверх (вниз) функции.
6) Нарисовать график функции.

Пример 3. Построить график функции .
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