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1. [bookmark: Определение]Определение и свойства неопределенного интеграла






Нами была рассмотрена задача о нахождении мгновенной скорости материальной точки по заданному закону ее движения. Если  – путь, пройденный точкой за время  от начала движения, то мгновенная скорость  в момент  равна производной функции , т. е. .



В физике встречается обратная задача: по заданной скорости  найти закон движения, т. е. найти такую функцию , производная которой равна .
Первообразная







Пусть функции  и  определены на интервале . Если функция  имеет производную на интервале  и если для всех  выполняется равенство

,                                                          (1)



то функция  называется первообразной для функции на интервале .
3амечание 1. Понятие первообразной можно ввести и для других промежутков (полуинтервала - конечного или бесконечного, отрезка).











Дадим определение первообразной на отрезке. Если функции  и  определены на отрезке , причем функция  дифференцируема на интервале , непрерывна на отрезке  и для всех  выполняется равенство (1), то функцию  назовем первообразной для функции  на отрезке .






3амечание 2. Если  - первообразная для функции  на интервале , то функция  при любом значении также является первообразной для .
Справедливо и обратное утверждение.






Теорема. Если  и  – две первообразные для функции  на интервале , то для всех  выполняется равенство



=,                                                  (2)

где  – постоянная.





Доказательство. Обозначим =–. По определению первообразной и в силу условий теоремы для всех  выполняются равенства


, 





откуда следует, что функция  дифференцируема на интервале  и для всех  имеет место равенство .







Согласно следствию 1 из теоремы Лагранжа, = для всех  или –= , т. е. справедливо равенство (2).




Таким образом, для данной функции  ее первообразная  определяется неоднозначно, с точностью до постоянной. Для того чтобы из совокупности первообразных выделить какую-либо первообразную , достаточно указать точку , принадлежащую графику функции [image: ].



Пример 1. Для функции  найти такую первообразную , график которой проходит через точку 
Понятие неопределенного интеграла




Совокупность всех первообразных для функции  на некотором промежутке  называют неопределенным интегралом от функции  на этом промежутке, обозначают символом  и пишут



=.                                              (3)







Здесь  – какая-нибудь первообразная функции  на промежутке ,  – произвольная постоянная. Знак называют знаком интеграла, – подынтегральной функцией,  – подынтегральным выражением.


Подынтегральное выражение можно записать в виде  или , т. е.


=.                                                  (4)



Операцию нахождения неопределенного интеграла от данной функции, которая является обратной операции дифференцирования, называют интегрированием. Поэтому любую формулу для производной, т. е. формулу вида , можно записать в виде (3). Используя таблицу производных, можно найти интегралы от некоторых элементарных функций. Например, из равенства  следует, что .
Свойства неопределенного интеграла
Свойство 1.

.                                                       (5)
Доказательство. 



Из равенства (3) следует, что =, так как .
Согласно формуле (5) знаки дифференциала и интеграла взаимно уничтожаются, если знак дифференциала стоит перед знаком интеграла.
Свойство 2.



=.                                                    (6)
Доказательство. Равенство (6) следует из равенств (3) и (4).

Соотношение (6) показывает, что и в случае, когда знак интеграла стоит перед знаком дифференциала, эти знаки также взаимно уничтожаются (если отбросить постоянную ).






Свойство 3. Если функции  и  имеют на некотором промежутке первообразные, то для любых ,  таких, что , функция  также имеет первообразную на этом промежутке, причем

.                         (7)





















Доказательство. Пусть  и  – первообразные для функций  и  соответственно, тогда  – первообразная для функции , так как . Согласно определению интеграла левая часть (7) состоит из функций вида , а правая часть – из функций вида . Так как , то каждая функция вида  принадлежит совокупности функций  и наоборот, т.е. по заданному числу  можно найти  и , а по заданным  и  – число  такое, чтобы выполнялось равенство =+.
Таким образом, интегрирование обладает свойством линейности: интеграл от линейной комбинации функции равен соответствующей линейной комбинации интегралов от рассматриваемых функций.

Пример 2. Найти , если:


а) , б) .
Дальнейшее расширение множества функций, интегралы от которых выражаются через элементарные функции, можно получить, если воспользоваться правилом дифференцирования сложной функции и правилом дифференцирования произведения двух функций.
[bookmark: Основные]2. Основные методы интегрирования
Метод замены переменного (метод подстановки). 





Пусть функция  определена и дифференцируема на промежутке  и пусть  – множество значений функции  на .


Если функция  определена и дифференцируема на , причем

,                                                         (8)


то на промежутке  определена и дифференцируема сложная функция  и

.                      (9)




Из равенств (8) и (9) следует, что если  – первообразная для функции , то  – первообразная для функции и , Это означает, что если

                                    (11)
или

.                                      (12)


Формулу (12) (или формулу (11)) называют формулой интегрирования заменой переменного. Она получается из формулы (10), если вместо  подставить дифференцируемую функцию .





3амечание 4. Формула (12) дает возможность найти интеграл , если функция  представляется в виде = и если известна первообразная функции , т. е. известен интеграл (10).
Отметим важные частные случаи формулы (12).


а) Пусть  – первообразная функции , т. е.



=.
Тогда

.                                 (13)


Здесь , .

б) Используя равенство,
получаем


, если .                            (14)


в) Так как , ,

,                           (15)

где .
Приведем примеры применения формул (13)-(15).



Пример 3. .	Пример 4. .		Пример 5. .



Пример 6. .	Пример 7. .		Пример 8. .



Пример 9. .	Пример 10. . Пример 11. .

3амечание 5. При вычислении интеграла (пример 11) использована подстановка Эйлера /
3амечание 6. Интегралы, рассмотренные в примерах 8-11, часто применяются. Эти интегралы обычно считают табличными.
Приведем таблицу интегралов, полученную из соответствующей таблицы производных. Сюда, включены интегралы, найденные в примерах 8-11.
1) 
.

.

.
2) 
.
3) 

. .
4) 
.
5) 
.
6) 
.
7) 
.
8) 
.
9) 
.
10) 
.
11) 
.
12) 
.
13) 
.
14) 
.
15) 
.


Пример 12. .		Пример 13. .
Иногда бывает целесообразно при вычислении интеграла

                                                           (16)
перейти к новой переменной.

Пусть  – строго монотонная и дифференцируемая на некотором промежутке функция. Тогда она имеет обратную функцию 

.                                                              (17)


Преобразуя подынтегральное выражение в интеграле (16) с помощью подстановки , получаем . 


Обозначим , тогда

.                                                         (18)


Пусть  – первообразная для функции , тогда

.                                                      (19)
Из равенств (16)–(19) находим

.                       (20)




Формулу (20) называют формулой интегрирования подстановкой. Согласно этой формуле для вычисления интеграла (16) достаточно подобрать такую обратимую дифференцируемую функцию , с помощью которой подынтегральное выражение  представляется в виде , причем первообразная для функции  известна.

Пример 14. Вычислить интеграл .
Метод интегрирования по частям






Пусть Функции  и  имеют непрерывные производные на промежутке . Тогда функция  также имеет непрерывную производную на  и, согласно правилу дифференцирования произведения, выполняется равенство .

Интегрируя это равенство и учитывая, что , получаем

.


Относя произвольную постоянную  к интегралу , находим 

                                               (21)
или

.                                               (22)


Формула (21) (или (22)) называется формулой интегрирования по частям. Она сводит вычисление интеграла  к вычислению интеграла .


Пример 15. .			Пример 16. .


Пример 17. 		Пример 18. .


3. [bookmark: рациональных]Интегрирование рациональных функций
Разложение рациональной дроби на сумму простых дробей
Определение 1. Рациональной дробью называется отношение двух многочленов:




Определение 2. Рациональная дробь называется правильной, если m < n. В противном случае (если m   n) она называется неправильной.
Определение 3. Простыми рациональными дробями называются дроби следующих четырех типов:

I .     ,

II.  ,

III.  ,

IV.
Теорема 3. Всякую неправильную рациональную дробь можно представить в виде суммы целой части (многочлена) и правильной рациональной дроби.

Пример 1. Представить дробь  в виде суммы целой части и правильной рациональной дроби.
Так как высшая степень числителя равна 4, а знаменателя – 2, то данная дробь неправильная (4 > 2). Разделим числитель на знаменатель:


Следовательно, дробь можно записать в виде:

.

Теорема 4. Любую правильную рациональную дробь можно единственным образом представить в виде суммы конечного числа простых рациональных дробей.

Разложение правильной рациональной дроби  (m<n) на сумму простых дробей можно выполнить по следующей схеме:
· Найти корни многочлена Qn(x) и представить его в виде произведения простых множителей:

,








где ,  , ,  , ,  , ,  
· Записать разложение дроби с неопределёнными коэффициентами:




· Определить коэффициенты 


суммарное число которых равно n, методом неопределенных коэффициентов.
Для этого необходимо всё разложение привести к общему знаменателю и приравнять числитель полученной дроби к Pm(x). Приравнивая в этих многочленах коэффициенты при одинаковых степенях x, получим систему из n линейных уравнений с n неизвестными. Эта система имеет единственное решение – искомые коэффициенты.


Пример 2. Разложить дробь  на сумму простых дробей.
1) Данная дробь правильная. Разложим знаменатель на множители:

.
2) Запишем разложение данной дроби на сумму простых дробей:


3) Для нахождения коэффициентов A, B и C приводим разложение дроби к общему знаменателю и приравняем числители дробей.










     
Следовательно, дробь можно записать в виде:

.

Интегрирование простых дробей

Задача интегрирования рациональной дроби сводится к умению интегрирования только правильных рациональных дробей, так как интегрирование целой части дроби (многочлена) – задача не сложная. Если решена задача разложения правильной дроби на сумму простых дробей, то дальше надо уметь интегрировать простые дроби. Покажем, как интегрировать простые дроби (четыре типа).

I тип.   



II тип. , 

III тип.  







Интегрирование дроби IV типа проводится аналогично интегрированию дроби III типа.

Пример 3. Найти интеграл от дроби III типа:


(D = 16 – 52 < 0  дробь III типа)







Пример 4. Найти интеграл от дроби IV типа:





Итак, любая рациональная дробь интегрируема. Для этого необходимо выполнить следующие шаги:
1) Выделить целую часть дроби, если дробь является неправильной, т.е. представить в виде:

,
где Tm–n(x) и Rr(x) – многочлены степени m–n и r соответственно (причём r < n).

2) Разложить правильную рациональную дробь  на сумму простых дробей.
3) Вычислить интегралы от многочлена Tm–n(x) и каждой из простых дробей, полученных на шаге 2).

4. [bookmark: иррациональных]Интегрирование иррациональных функций
Многие часто встречающиеся в приложениях интегралы от иррациональных функций удается преобразовать в интегралы от рациональных функций с помощью различных подстановок.
















Буквой  обозначим рациональную функцию. Например, запись  будет означать, что рассматривается рациональная функция переменных , , т. е. функция, представимая в виде =, где  и  – многочлены относительно , а коэффициенты этих многочленов являются многочленами относительно . Так,  – рациональная функция относительно  и ,  – рациональная функция относительно и .
Рассмотрим некоторые типы интегралов от рациональных функций.
а) Интегралы вида

,                                   (4)




где , ,  подстановкой , 


где  – общий знаменатель рациональных чисел , приводится к интегралу от рациональной функции.







Например, при вычислении интеграла  можно применить подстановку , так как подынтегральная функция является рациональной относительно переменных , , , , а общий знаменатель дробей  равен 6.




Чтобы вычислить интеграл , целесообразно подынтегральную функцию  записать в виде =.





Так как  – функция, рациональная относительно  и , то с помощью подстановки = данный интеграл сводится к интегралу от рациональной функции.
б) Интегралы вида



, , ,                      (5)
можно свести к интегралам от рациональных функций с помощью подстановок Эйлера:
1) 


=, ,					       (6)
2) 


=, ,					       (7)
3) 


=, ,				       (8)


где  – один из корней квадратного трехчлена .



Например, при вычислении интеграла  можно воспользоваться подстановкой (7), т. е. =.
в) Интеграл вида

,                                        (9)








где ,  – действительные,  – рациональные числа, причем , , , называют интегралом от дифференциального бинома. Интеграл (9) сводится к интегралу от рациональной функции в следующих трех случаях:
1) 


; 2) ; 3) .




В первом случае применяется подстановка , где  – общий знаменатель дробей  и , во втором и третьем случаях – соответственно подстановки


 и ,


где  – знаменатель дроби .
Отметим, что эти случаи были известны еще Ньютону, но лишь в середине XIX века выдающийся русский математик Пафнутий Львович Чебышев доказал, что интеграл вида (9) в других случаях не выражается через элементарные функции.

Пример. Найти .
5. [bookmark: тригонометрических]Интегрирование тригонометрических функций
а) Интеграл вида

,                                             (10)



где  – рациональная функция переменных  и , можно свести к интегралу от рациональной дроби с помощью подстановки

,                                          (11)
так как




, , , .


Пример. Найти интегралы (2 способа) и .
Замечание. Подстановка (11), которую называют универсальной, часто приводит к громоздким вычислениям интеграла (10). Поэтому ее используют лишь в тех случаях, когда не видно других путей к вычислению интеграла (10).

Если подынтегральная функция  удовлетворяет одному из условий:
1) 

 (нечетная относительно );
2) 

 (нечетная относительно );
3) 


 (четная относительно , ).
то для нахождения интеграла (10) можно использовать соответственно подстановки
1) 
;
2) 
;
3) 


 , или .
В приложениях часто встречаются интегралы вида


, .                             (12)
При вычислении интеграла вида (12) можно руководствоваться следующими правилами:
1) 


если  – четное число, то применяется либо подстановка  либо подстановка ;
2) 


если  – нечетное число, то используют подстановку  или .
Пример. Найти интеграл вида (12) в следующих случаях:


а) ; б) ;


в) ; г) .
Пример. Найти интегралы от функций:


а) ; б) .

Интеграл вида

                                                   (13)



где  – рациональная функция переменных  и , можно свести к интегралу от рациональной дроби с помощью подстановки




, так как , , .




Иногда более эффективны при вычислении интеграла (13) могут оказаться подстановки , , ,  или метод интегрирования по частям.

Пример. Найти .

В заключение отметим, что интегралы от трансцендентных функций часто не выражаются через элементарные функции. К таким интегралам относятся, например, следующие встречающиеся в приложениях интегралы:
1) 
интеграл Пуассона;
2) 

,  – интегралы Френеля;
3) 
 –интегральный логарифм;
4) 
 – интегральный синус;
5) 
 –интегральный косинус.

6. [bookmark: Определенный]Определенный интеграл




Понятие определенного интеграла. Пусть функция  определена на отрезке  и пусть   – совокупность точек этого отрезка таких, что

.





Назовем эту совокупность точек разбиением отрезка , обозначим разбиение , а отрезки , где , назовем отрезками разбиения .










Пусть  – длина -го отрезка разбиения . Тогда  назовем мелкостью разбиения  (или диаметром этого разбиения). Если , то совокупность  () назовем выборкой и обозначим =.





Сумму  назовем интегральной суммой для функции  при заданном разбиении  и фиксированной выборке .








Определение. Число  называется определенным интегралом функции на отрезке  и обозначается , если для любого  существует такое , что для любого разбиения , мелкость которого , и при любой выборке  выполняется неравенство

.
С помощью символов это определение можно записать так:

        (1)





Если существует число , определяемое условиями (1), то функцию  называют интегрируемой (по Риману) на отрезке  и говорят, что существует интеграл от функции  на отрезке .
7. Необходимое условие интегрируемости функции.


Теорема 1. Если функция  интегрируема на отрезке , то она ограничена на этом отрезке.
Свойства определенного интеграла



Заметим сначала, что если функция  интегрируема на отрезке , то интеграл от этой функции является числом, не зависящим от того какой буквой обозначен аргумент подынтегральной функции, т.е. .









Свойство 1. Если функции  и  интегрируемы на отрезке , то для всех чисел  и   функция  также интегрируема на отрезке  и справедливо равенство .    




Свойство 2. Если функции  и  интегрируемы на отрезке , то функция  также интегрируема на этом отрезке.




Свойство 3. Если функция  интегрируема на отрезке , то она интегрируема на любом отрезке .






Свойство 4. Если функция  интегрируема на отрезке  и , то справедливо равенство =+.  

Если функция интегрируема на отрезке , то будем считать по определению, что



= –, .






Свойство 5. Если функция  интегрируема на отрезке  и если  – любые точки этого отрезка, то =+. 
Формула Ньютона-Лейбница.




Теорема. Если функция  непрерывна на отрезке  и если  – какая-нибудь первообразная для  на этом отрезке, то справедлива формула Ньютона-Лейбница

.

Формулу Ньютона-Лейбница называют основной формулой интегрального исчисления и часто записывают в виде .
8. [bookmark: Приложения]Приложения определенного интеграла
Вычисление площади плоской фигуры.

а) Площадь криволинейной трапеции. Одной из основных задач, приводящих к понятию определенного интеграла, является задача о площади криволинейной трапеции, т. е. фигуры , задаваемой на плоскости Оху условиями

,


где  – функция, непрерывная на отрезке .


Площадь криволинейная трапеция  выражается формулой .   




















Рассмотрим теперь фигуру , ограниченную отрезками прямых и  и графиками непрерывных на отрезке  функций  и , где  при . Если  для всех , то площадь фигуры  равна разности площадей криволинейных трапеций  и , где . Поэтому площадь  фигуры  выражается формулой . 









б) Площадь криволинейного сектора. Пусть кривая  задана в полярной системе координат уравнением , , где  – неотрицательная и непрерывная на отрезке  функция. Тогда плоскую фигуру , ограниченную кривой  и, быть может, отрезками двух лучей, составляющих с полярной осью углы  и  назовем криволинейным сектором.


в) Площадь криволинейного сектора  выражается формулой . 












Если кривая задана параметрическими уравнениями , , то площадь криволинейной трапеции, ограниченной этой кривой, прямыми и  и отрезком  оси , выражается формулой , где  и  определяются из уравнений ,  .
Вычисление длины дуги плоской фигуры



Если кривая  на отрезке  – гладкая, т.е. производная ее непрерывна, то длина соответствующей дуги этой кривой находится по формуле .







При параметрическом задании кривой ,  ( – непрерывно дифференцируемые функции) длина дуги кривой, соответствующей монотонному изменению параметра  от  до , вычисляется по формуле .
Вычисление объема тела
а)  Объем тела вращения.

Объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции 

,



где  – функция, непрерывная на отрезке  выражается формулой .






Если фигура, ограниченная кривыми  и  () и прямыми и , вращается вокруг оси Ох, то объем тела вращения .






б) Объем тела по известным площадям поперечных сечений. Если площадь сечения плоскостью, перпендикулярной оси Ох, может быть выражена как функция от , т.е. в виде  , то объем части тела, заключенной между перпендикулярными оси Ох плоскостями и , находится по формуле .
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