Математическая статистика
12. Основные понятия математической статистики. Выборочный метод.
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13. Статистические оценки параметров распределения. Требования к оценкам. Точечная и интервальная оценки математического ожидания.
Определение. Оценкой  параметра  называют всякую функцию результатов наблюдений над случайной величиной  (иначе  статистикой), с помощью которой судят о значениях параметра 
В отличии от параметра, его оценка величина случайная.
Определение. Оценка  параметра  называется несмещенной, если её математическое ожидание равно оцениваемому параметру, т.е.  В противном случае оценка называется смещенной.
Требование несмещенности гарантирует отсутствие систематических ошибок при оценивании.
Определение. Оценка  параметра  называется состоятельной, если она удовлетворяет закону больших чисел, т.е. сходится по вероятности к оцениваемому параметру:

В случае использования состоятельных оценок оправдывается увеличение объёма выборки, так как при этом становятся маловероятными значительные ошибки при оценивании.
Определение. Оценка  параметра  называется эффективной, если при заданном  она имеет наименьшую дисперсию.
Эффективность является решающим свойством, определяющим качество оценки.
Пусть для оценки параметров распределения случайной величины отобрана выборка . Найдены выборочные характеристики:

Теорема. Выборочная средняя  является несмещенной и состоятельной оценкой математического ожидания генеральной совокупности.
Теорема. Исправленная выборочная дисперсия 

является несмещенной и состоятельной оценкой дисперсии генеральной совокупности.
Определение. Интервальной оценкой параметра  называется числовой интервал, который с заданной вероятностью  накрывает неизвестное значение параметра  Этот интервал называют доверительным, а вероятность  доверительной вероятностью или надежностью оценки.
Приведем примеры построения доверительных интервалов.
Пусть  повторная выборка из нормально распределенной генеральной совокупности;
выборочная средняя;
генеральная средняя;
выборочная дисперсия;
среднее квадратическое отклонение выборочной средней (средняя квадратическая ошибка выборки).
Учитывая, что статистика

имеет t-распределение Стьюдента с  степенями свободы, доверительный интервал для генеральной средней на уровне значимости  определяется по формуле:

Доверительный интервал для генеральной дисперсии на уровне значимости  определяется по формуле:



14. Понятие статистической зависимости. Отыскание коэффициентов а и b уравнения прямой линии регрессии по не сгруппированным данным.
Статистической зависимостью называют зависимость между значением одной случайной величины и распределением другой случайной величины.
Статистическая зависимость становится корреляционной, если каждому значению одной случайной величины ставится в соответствие некоторая числовая характеристика другой случайной величины.
Условным средним  называют среднее арифметическое значение случайной величины  при фиксированном значении случайной величины . Таким образом, корреляционную зависимость можно представить уравнением:

Аналогично можно определить корреляционную зависимость между величинами :

Уравнения (2) и (3) называют уравнениями регрессии или корреляционными уравнениями. Уравнение (2) называют корреляционной зависимостью  на а (3)
Для построения уравнения регрессии необходимо сначала определить вид аналитической зависимости, а затем провести оценку параметров выбранной модели.
При определении вида аналитической зависимости графическим методом строят так называемое поле корреляции, т.е. изображают в прямоугольной системе координат на плоскости точки, соответствующие парам чисел . По виду расположения этих точек определяют вид аналитической зависимости. Наилучшей считается функция, проходящая через наибольшее число точек или расположенная как можно ближе к ним.
Аналитический способ основывается на качественном анализе изучаемой взаимосвязи и его применение требует хорошего знания экономики.
Экспериментальный способ позволяет выбрать функцию из множества моделей по некоторому критерию качества. Например, может использоваться средняя квадратическая ошибка модели:

где  теоретические значения результативного признака, рассчитанные с помощью уравнения регрессии. Этот метод удобно применять при работе с компьютером. Большинство статистических пакетов включают в себя автоматический отбор самых распространенных функций.
После определения вида модели необходимо оценить её параметры. Рассмотрим самый простой вид модели, линейную парную регрессию:

За критерий проверки наилучшего приближения принимают чаще всего критерий, определяющий минимум суммы квадратов отклонений заданных, наблюдаемых значений объясняемой переменной от теоретически возможных значений, т.е. находится минимум функции

Этот критерий используется в методе наименьших квадратов. Сумма (4) представляет собой функцию двух неизвестных. Задача сводится к нахождению минимума функции:

Необходимым условием для экстремума является равенство нулю частных производных по параметрам 


или, выполнив необходимые преобразования, перегруппировав слагаемые, получим систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными:

Решив систему (5), получим искомое уравнение линейной регрессии. Система (5) получена для случая, когда наблюдения пары чисел  фиксировались по одному разу. Разделив каждое уравнение на  получим систему нормальных уравнений для оценки параметров уравнения регрессии:

Средние значения определяются по формулам:

Второе уравнение системы (6) умножим на , вычтем из первого уравнения и получим значение параметра 

где  дисперсия переменной  Из второго уравнения находим параметр 

Параметр  называется коэффициентом регрессии, который показывает в среднем насколько изменяется значение результата при изменении фактора на единицу. Он не имеет ограничений. Значение коэффициента регрессии может быть, как положительным, так и отрицательным. Если коэффициент регрессии положительный, то линия регрессии будет возрастающей прямой. Если коэффициент регрессии отрицательный, то при увеличении фактора результативный фактор уменьшается. 
С помощью равенства:

проверяется правильность расчетов параметров регрессии.


15. Выборочный коэффициент корреляции, его свойства.
Уравнение линейной регрессии дополняется линейным коэффициентом корреляции, который показывает тесноту связи. Коэффициент корреляции можно определить по формуле:

Формулу (7) для практических расчетов удобно преобразовать, учитывая выражения средних значений и средних квадратических отклонений:

Знак коэффициента корреляции определяется знаком коэффициента регрессии, при этом он находится в следующих пределах:

Близость коэффициента корреляции к единице означает тесную связь между двумя признаками в линейной регрессии. Если коэффициент корреляции близок к нулю, то между признаками нет линейной связи, но может быть связь другого вида. Если  то корреляционная зависимость становится функциональной.

16. Статистическая проверка статистических гипотез: основные понятия. Критерий согласия.
Статистической гипотезой называется любое предположение о виде или параметре неизвестного закона распределения.
Проверяемую гипотезу называют нулевой и обозначают . Альтернативную гипотезу, являющуюся логическим отрицанием нулевой, обозначают .
Для проверки гипотезы  используется статистика  точное или приближенное распределение которой известно. Затем определяется критическое значение . Если  то гипотеза  отвергается, в то время как появление значения  считается совместимым с нулевой гипотезой, которая тогда принимается, точнее не отвергается.
Правило, по которому нулевая гипотеза принимается или отвергается, называется статистическим критерием. 
Таким образом, множество значений статистики критерия  разбивается на два непересекающихся подмножества: критическую область W и область принятия гипотезы . Возможны четыре случая:
	Гипотеза 
	Принимается
	Отвергается

	Верна
	Правильное решение
	Ошибка первого рода

	Неверна
	Ошибка второго рода
	Правильное решение


Вероятность  допустить ошибку первого рода, т.е. отвергнуть верную гипотезу, называется уровнем значимости критерия.
Вероятность допустить ошибку второго рода, т.е. принять неверную гипотезу, обозначают  
Вероятность  не допустить ошибку второго рода, т.е. отвергнуть гипотезу, когда она неверна, называется мощностью критерия.
Вероятность ошибок первого и второго рода однозначно определяются выбором критической области. Критическую область W следует выбирать так, чтобы вероятность попадания в неё статистики критерия  была минимальной и равной  если верна нулевая гипотеза , и максимальной в противоположном случае. Другими словами, критическая область должна быть такой, чтобы при заданном уровне значимости мощность критерия  была максимальной.
Границы критической области при заданном уровне значимости  определяется соответственно из соотношений:
· для правосторонней критической области

· для левосторонней критической области

· для двусторонней критической области

Принцип проверки статистической гипотезы не даёт логического доказательства её верности или неверности. Принятие нулевой гипотезы это лишь достаточно правдоподобное, не противоречащее опыту утверждение.
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Из таблицы Пирсона при заданном уровне значимости и числе степеней свободы
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© NpesenTaumm 2 7,4 0,103 0,051 0,020
i 3 9,4 0,352 0,216 0,115
# npocworp 1 4 11,1 50711 0,484 0,297
3 12,8 1,15 0,831
6 14,4 1,64 1,24
7 16,0 2,17 1,69
| 8 17,5 2,73 2,18
9 19,0 3,33 2,70
10 20,5 3,94 325
11 21,9 4,57 3,82
12 233 5,23 4,40
13 24,7 5,89 5,01
14 26,1 6,57 5,63
) 1s 27,5 7,26 6,26
16 28,8 7,96 6,91
17 30,2 8,67 7,56
18 31,5 9,39 8,23
19 329 10, 8,91
20 34,2 10,9 9,59
21 9 35,5 11,6 10,3
22 36,8 12,3 11,0
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10 232 20 5 18,3 3,94 325 2,56

+ Cospams 11 24,7 219 19,7 4,57 3,82 3,05

12 26,2 23,3 21,0 523 4,40 3,57

B MokymenTsi 13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11
14 29,1 26,1 23,7 6 57 5,63 4,66

&8 TaOnmus ) 15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23
16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81

© nNpesenaunn 17 33,4 30,2 27,6 | 8,67 7,56 6,41
18 348 31,5 289 939 823 7,01

& npocmorp 19 36,2 329 30,1 (10,1 8,91 7,63
20 37,6 34,2 31,4 1109 9,59 8,26

21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90

22 40,3 36,8 33,9 |12,3 11,0 9,54

23 41,6 38,1 352 (13,1 11,7 10,2

24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9

' 25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5

26 45,6 41,9 38,9 154 138 12,2

27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9

28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6

29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3

30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0
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PACHPEAEJTEHUS
+ Cospare

Tlpw MCCAEAOBANUM KOTUYECTBEHHOTO MY KAYECTBERHOTO Npy3Haka CB X u3
ofIero YMcta BO3MOXHEIX €ro Peausaumit (2eHepanbhol cosoKynHoCHU 803MONC-

B OokymenTsl .
HeiX SHa%enuil) W3BNEKACTCA CYTaMKBIM 0GPa3OM HEKOTOPOE KOHCUHOE MHCTO 3l

&3 Taonuus MCHTOB (peanusayuii npuznaxa X). DTy COBOKYIHOCTh 3EMEHTOB HA3bIBAIOT CAy-
Hatinoit viGopkoti WIW NPOCTO 6b160pKOil, 2 YHCAO N OTOGPAHHBIX 3HAYEHMH —
© Tpesenraum obbemon erbopiu.

3anaya MATEMATUYECKOM CTATHCTUKY 3aKTIO¥AETCH B HCCAeNOBAHNHH CBOHCTB
IFEE0D 1 BBIGOPKY ¥ OGOGLCHUM ITUX CBOHCTB Ha BCIO TeHEPATLHYIO COBOKYITHOCTD.
Pe3ynbTaThl BCAKOrO 9KCIEPHMENTA 3aMHCHLBAIOT B BHJIC TaGAHUEL, B NEPBOH
CTPOKE KOTOPO# YKA3bIBAIOT HOMEP IKCHIEPUMENTA, a BO BTOPOH — 3HAUCHUE Ha-
610126 MOrO Npr3HaKa X, paBHOC X U HA3BIBACMOC sapuanmoil npusnaka X. Taxas
TaGNHUR Ha3BIBACTCH cmamucmuteckum padom. CTATHCTUYECKMH psl, pacnono-
KEHHBI nO BO3PACTAHUIO BADHAHT, HA3LIBACTCA 4apUAUOHHBIM,

k
Ecam m; ~ uneiio Habmoge Huit 3HaYCHMs X; Npuskaka X, n = z m; ~ obuee
i=1
YHCII0 HaBMIoACHU I (06BEM BBIGOPKH), TO YNCIO m[/n HA3BIBACTCA OMHOCUMENb-
Hoil wacmomoi naGarodenus X;:

W(x) = my/n i

=1k

TaGauua, B KOTOPOH AAHB 3HAYCHMS BAPHAHT B BO3PACTAIOLEM MOPSIKE, 4ac-
TOT m; WA OTHOCUTEABHBIX YacTOT W(X,), HasblBACTCS crmamucmueckum padom
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TaGauua, B KOTOPOH AAHB 3HAYCHMS BAPHAHT B BO3PACTAIOLEM MOPSIKE, 4ac-

+ Cosnare TOT m; WA OTHOCUTEABHBIX YacTOT W(X,), HasblBACTCS crmamucmueckum padom
B Hokymentsi cepynnupoganieix dannsix. TakoBoii ABAAETCA, HaNpUMep, TaGanLA BUaa
&8 TaGnuub X 1 3 4 6 7
@ MNpesenTauum i 2 4 6 5 3
- Wix) 2/20 4/20 6/20 5/20 3/20

@ npocmorp

Cmamucmuveckoit (3mnupuvecxoil) dynxyueil pacnpedenenus abibopku Haspipa-
ercst hyHxumusa F*(x), onpesensiomas JUIsi BCAKOro X € R OTHOCUTENBHYIO 4acToTy
coObiTna (X <X), T.e.

Fr(x) =

5

o
x<x

[I€ 1y — YUCAO BAPUAHT, MEHBIINX X; h — 06BEM BHIGOPKH.

Tlepeuucanm ochosusie ceolicmea cmamucmuneckolt GyHKiUU pacnpedeaerus
entbopku F*(x):

83k, 2209
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+ Cospare

6 Rorymertu 1) 3HaueHKs GYHKIMM F¥(X) NPMHALIEKAT OTPEIKy [0; 1].

B Tabnuun 2) dbynkums F(x) siBAsieTes HeyGiBatomeii;

© Tpesenraunm 3) P} =0 npw x<x; w F(x) = 1 0ph X> X, , e X, X; — COOTBOTCTREHHO
@ nNpocmorp HaMMeHbIIEe i HAHGOMBILIECE SHAYCHNSA BAPHaHT.

Beawunna o = x; - X} Ha3sRBACTCH PAIMAXOM 8bi6OPKU.

Tipumep 1. TToCTPOWTH SMITHPHIECKYIO (PYHKINIO PACIPENCACHUS O TAHHEIM

CTATHCTHIECKOTO Psiaa:
x ) 4 6 8
m; 4 6 7 3 |

» M3 onpeaenerns cratucTiueckol yHKIMH pacnpeneacHus cnenyer:

M x<2,
2<x<4,
Fx) =41/2 upn 4<xs<6,

22613336





image4.png
[a ryabushkod.pdf - ingexc floxyn: X | (8] Teopun seposmocreii - Bermuen X N - -

*» 02

(8 Aibpresscom My, T AVCTAHLVOHKO... R r—

<« C Y @ docsyandexru/docs/view?tm=1754553472&tld=ruliname=ryabushko4.pdféitext=pabywko%204%20uacts%20ckauaTsBurl=https%3A%2F%2Ftas... 18 * @E &

@ fzexc @ fwackcMapeer U Kax crunsims ypose.. T DOCHGRU: Vncrpy... T hitpsi/do-chgpuru.

1 Hasepx

+ Cospare

B OokymenTsl

—
x

TaGnuus!

© Tpesextaumm : Puc.19.1
# nNpocvorp

Tipn Gonbumx o6beMax BHOOPKH HHTEPBAT H3MCHEHUS BCeX e BapUaHT pa3-
GMBAIOT Ha OTIpeNeNIeHHOE MHCI0 MHTEPBANOB PABHOM ATHHK, KOTOPLIC HA3KIBAIOT-
CSL UHIMEParami 2pynnuposku. 3aTeM NOJCINTHBAIOT IHCIIO BAPHAHT BHGOPKH, 110-
TaBUIHX B KOKIBIH 13 HHTEPBAJIOB, BHMHCIAIOT OTHOCHTENBHIE 9aCTOTHI 4HCIA Ba-
PUAHT B KaXIOM wHTepBaie. Tabauna, B KOTOPOii NaHa CHCTEMA WHTEPBATOB, YKa-
3aHBl YaCTOTH WK OTHOCHTENBHEIE YaCTOTHI YKC/Ia BAPHAHT B KaXAOM HHTepBane,
Ha3BIBACTCS CMAmUCMU4ecKoil c080KYNHOCIbI0.

HanpuMep, cTaTHCTHYECKas COBOKYTTHOCTD OLUKGOK 100 M3MepeH i AaTbHO-
CIH C IOMOHIBIO HEKOTOPOTO TIPWGOPa MMEET CileAyIoWuii BUI:

226
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[ L
+ Cospams CTaTHCTHYECKYIO COBOKYITHOCTD TpadMuecKu H306paxaloT ¢ NOMOMBIO 2uc-

mozpanmsrer. THCTOTPAMMY CTPOAIT €TELyIOULHM OGPAIOM: 110 0ci AGCLACE OTKIAb-
BAIOT UHTEPBANBI, HA KaXJIOM M3 HUX CTPOAT HPAMOYTORBHUKH, TUIOIIANNA KOTOPHIX
PABHBL HACTOTAM WX OTHOCUTE/IBH BIM 4aCTOTAM N10TIaJlAHUA BAPHAHT B COOTBETCT-

B DokymenTs!

€5 Tabnuub! BYIOIutii WHTEPBAT. BHICOTH 3TUX TPAMOYTONLHUKOB paBHbl m,/h wan my/(nh)

© Tpesenraum e A — UIHHA BLIOPAHHBIX MHTEPBATOB. [HCTOrpAMMA OTHOCUTEIBHBIX YaCTOT A3~
JAETCA CTATUCTHUECKMM aHATOrOM TUIOTHOCTH paclipeaeieHns BEPOATHOCTEN re-
@ nNpocmorp HEPaIbHOI COBOKYIHOCTH,

Tonuzonom wacmom Ha3BIBAIOT TOMARYI0 IMHUIO, COCTOAILYIO U3 OTPE3KOB, €O~
CAMHSIOLNX TOUKM (X15 7)), (X35 M), ..., (Xg5 my). Toauzon ommocumenvieix ac-

mom nipeacTaraseT cob0i TOMAHYIO, COCTOAMYIO U3 OTPE3KOB, COEAMHSIOIMX TOU-
T k.

K (xi5 my/n), @ =

Tlpumep 2. lana HekoTOpas BbIGOpKa:

14 16 20 15 18 12 13 10 17 15 12
17 11 17 13 11 17 16 12 16 13 16
12 19 18 9 7 18 15 11 11 14 13
10 16 15 17 21 13 17 16 13 15 15
18 14 16 14 10 14 8 15 16 16 14





